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PROLOGO

Al escribir este articulo me ha guiado el propédsito de presentar un
conjunto de investigaciones sistematizadas relacionadas con los proble-
mas bioestadisticos sobre la variacion de los vegetales. Pero la finalidad
mas importante obtenida, es la de haberlo llevado a término en diferen-
tes especies que estdn ficilmente en nuestras manos.

A esta altura de los conocimientos de botdnica que han alcanzado en
la Argentina una posicién sobresaliente, y que los estudios biolégicos
siguen por analogo camino de perfeccionamientos, es necesario que los
métodos cientificos de investigacién predominen sobre los empiricos.

El trabajo realizado a la vez que explica el método, las constantes, y
el orden que se debe llevar, ha ensayado la mayoria de los principios de
las teorias bioestadisticas, cuyo conjunto de disciplinas se llama biomé-
trica; las cuales, por otra parte, se integran en el método estadistico,
siendo horizontes de investigaciones de mucho alcance en los dos reinos
de la naturaleza, en 16s animales y en las plantas.

i Pero como lograr este objetivo si la literatura fitoestadistica contie-
ne una serie de aplicaciones que han hecho alguna luz en esta rama de
la botanica, cuyos principios han logrado penetrar con el estudio de la
variacion y de la correlacion de los caracteres. valiéndose de especies
que no podemos manipular porque pertenecen a otras floras !

No entraremos en el examen de las diferentes teorias sobre la varia-
cion biolégica que ha experimentado muchos adelantos, porque nos ale-
jaria del objetivo general y también especial que hemos tenido, cual es
el de partir de especies que estuvieran en nuestra naturaleza; dando la
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mayor amplitud posible a la elaboracion de los datos, tabulando las
constantes biométricas e investigando la forma de aplicacion de las teo-
rias estadisticas.

He creido conveniente agregar la publicacion de la tabla para obtener
los valores de las ordenadas tedricas, en el caso de distribuciones que
se presentan con disposicién normal. ,

Iista. memoria es general porque falta una base de interpretacion que
nos lleve a resultados comparables en cada especie,y a la que no se lle-
gara sin que estas investigaciones llenen su precedente finalidad, sobre
todo en aquellas familias de plantas que interesan de ser examinadas
desde este punto de vista, refiriéndome a las que pueden tratarse con
procedimientos exactos.

También se insertan algunos cuadros de datos absolutos que indican
c¢omo deben disponerse las observaciones en las plantas, en el estudio
de los organismos vegetales desde la base de sus variaciones numéricas;
caracteres que son también como los puramente morfologicos, derivados
de consecuencias funcionales, es decir, producidos de sus condiciones
de adaptacion, bajo las influencias de las diferentes situaciones climaté-
ricas y de alimentacion, en las cuales pudieron haberse encontrado.

Examinadas desde el punto de vista dela evolucion posible de la vida,
las medidas biométricas tienen la ventaja de dejar documentos estadis-
ticos sobre una especie, que pueda ser interesante estudiar de nuevo
mis adelante. Presentando ademas valor si las contemplamos con la
geografia botanica; porque es s6lo con la ayuda de los estudios biomé-
tricos comparados, como serd posible inducir la extension de la varia-
¢ion en las diferentes localidades, y por otra parte, determinar en qué
sentido la variacién tiene tendencia a acentuarse.

INTRODUCCION

Dietro 1'apparente disordine della vita, della vita
tutta, sia essa la vita delle piante, o quella degli
uomini chi sa guardare, contare e misurare trova
T'ordine e il ritmo.

A. NICEFORO, La MMisura della vita.

Los métodos bioestadisticos que aplicamos a la variacién de algunos
caracteres de diferentes especies vegetales, se proponen dentro de las
irregularidades de las distribuciones con que se manifiestan las varia-
ciones en las plantas, poner en evidencia la cantidad, la forma, el mo-
vimiento de las mismas y las consecuencias a que nos conducen, para
asi encontrada la medida, acertado el orden, se pueda alcanzar con el
tiempo reglas mas amplias.
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Consiste el método en reducir masas de medidas o datos numéricos a
unos pocos valores o constantes ! de la masa, que indiquen las relacio-
nes de que hablabamos y por medio de estos pocos valores expresivos,
hacer las comparaciones; llegando a la prevision de la forma con la cual
las manifestaciones de un fenémeno se presenta, en ciertas condiciones,
para alcanzar su ley que no es mas que la regularidad del mismo.

Introducida la medida en las plantas, debemos someterla a una serie
de principios que con el nombre de técnica estadistica conducen a la
agrupacion, ordenacion y a la busca de los valores constantes; llegando
finalmente a las comparaciones y a las causas de su uniformidad o no,
ayudados por medio de graficos y de tablas.

Producido un fenémeno en cualquier orden de la naturaleza, con ma-
nifestaciones capaces de tratamiento cuantitativo, puede ser estableci-
da la marcha del mismo; lo que se logra tanto en el mundo orgéanico,
como en el inorganico e indiferentemente con el mismo método, se puede
alecanzar cualquier parte de la naturaleza : sea en la botanica como en la
zoologia y sus ramas la antropologia y la sociologia .

Estas variaciones puramente individuales suponen manifestaciones
diferentes, series de subcategorias de las mismas subordinadas entre si,
porque si sus expresiones fuesen iguales, no se produciria la ordenacion
snantitativa y por si sola surgiria la regla o sea del examen de una tnica
manifestacion.

Se informara sobre la sucesion de operaciones que se deben hacer para
el estudio estadistico de una variacion, pero importa antes de todo tener
los datos que se transformaran en cuadros o tablas, los cuales constituyen
los resultados de la elaboracién biométrica, como se puede llamar al con-
junto de operaciones aritméticas sucesivas para llegar a una constante.

Su proposito es encontrar las constantes biométricas o los valores se-

A Y

! Segin F'. Garron el objeto esencial del método estadistico consiste en reducir a
unos pocos valores senalantes grandes masas de medidas, condensando las noticias
de un denso grupo de hechos homogéneos en expresiones breves y compendiosas so-
bre las cuales apoyar la discusion (Inquiries into the human faculty, Londres, 1883).
Separar de entre los fenémenos lo que hay de tipico en la varigdad de los casos, de
constante en la variabilidad y de mds probable en su aparente accidentalidad (R.
BENINI, Principii di statistica metodologica, pigina 3, Turin, 1900). Lo que definiera
L. MarcH en De la méthode dans les sciences (Statistique), tomo II, pagina 327, Paris,
1911. El método estadistico constituye del complejo de una masa de medidas un tér-
mino medio, entre los resultados variables halla los elementos estables y completa
el estudio de los hechos, con el examen de su distribucién y de sus relaciones numé-
ricas reciprocas. La estadistica estudia los hechos variables con el fin de encontrar
el punto fijo, al rededor del cual oscilan las variaciones, agrupa los nidmeros para
derivar lo que es permanente (M. Brock, Traité the'ori}]ue et pratique de statistique,
péginas 86 y 103, Paris, 1878).

* W. E. CasTLE, Genetics and Eugenics, Cambridge, 1916.
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naléticos, asi los llama Niceforo, agruparlos, y hacer la exposicién bio-
estadistica de su distribucién hallando la regla de su variacion. Pero es
necesario antes de todo una documentacion de datos, y se consigue lle-
vando una ordenada contabilidad formativa de los cuadros, exponiendo
finalmente los razonamientos de su interpretacion.

. Para entrar al calculo de las diferentes constantes de las variaciones
generalmente atipicas, cuantitativas, debemos indicar cémo se ordenan
las observaciones que se han obtenido, disponiendo los ejemplares ele-
mentales segin el nimero de casos con que se presentan, colocando sus
frecuencias en seriaciéon; no se olvide que la palabra seriaciéon tiene en
este caso un significado puramente biolégico. Ordenados asi los indivi-
duos o manifestaciones de una variacién segin sus medidas, lo que se
conoce por ordenar las frecuencias en seriacion de frecuencias, referibles
siempre a frecuencias en razoén de su cantidad, que resultan de una sim-
ple graduacion con relacién a su grandor.

Se llama clase, a la sucesion de los grandores, una sucesion de clase
puede ser compuesta de un solo valor, como puede serlo de muchos ; la
representacion con el ntmero contenido en cada clase se llama amplitud
de clase, que es dada por la diferencia entre el limite maximo y el limi-
te minimo de la clase. La amplitud de la clase, como el intervalo de la
clase, se puede representar con la letra d o con la % a lo que se llama
moédulo. En todas estas observaciones el médulo o intervalo de clase a
clase es siempre igual, no varia.

El método que aplicamos es descriptivo, no de los individuos, sino del
grupo entero por medio de caracteristicas constantes, o sea de valores
caracteristicos, que se conocen en las investigaciones biolégicas con el
nombre de constantes biométricas .

CAPITULO I

I

CARACTERES CONSIDERADOS

Son objeto de estas inducciones fitoestadisticas una serie de caracte-
res vegetales, elegidos de entre aquellos que pueden ser sometidos a un
recuento y dar origen a una seriacion de frecuencias. Los forman partes
diferentes de los d6rganos vegetales correspondientes a las hojas, a las
flores, a las inflorescencias y al fruto que han estado a nuestro alcan-

' R. PEARL, Modes of research in genectics, piginas 54-55, New York, 1915.



— 205 —

ce. Se comprende que el nimero de caracteres que pueden ser tratados
con estos métodos es realmente grande.

Conocidas sus condiciones generales. de localidad. especie o varie-
dad, las cantidades recogidas se hallan comprendidas segtn la abun-
dancia entre 120 variantes y 2242, lo que, como se ve, son ntmeros
suficientes para ser tratados con los principios que motivan a este ar-
ticulo. En todos los casos hemos hecho un simple recuento numérico, no
se han tenido variantes de tres dimensiones, ni variantes de peso, ni de
colores, ni de manchas, estos dos 1ltimos de caracter cualitativo; no
consideramos sino variaciones directamente cuantitativas.

En estas operaciones nos han ayudado para las adiciones de ntimeros
una maquina de sumar y las tablas calculadas a propésito por Crelle,
que dan directamente los productos de los niimeros entre 999 > 999, e
indirectamente pero con rapidez todo alto producto o cuociente. Nos han
sido ttiles las tablas de Barlow o tablas de los cuadrados, cubos, raices
c¢nadradas y cabicas hasta 10.000.

Para las multiplicaciones y divisiones de ntmeros altos, ha sido de
ventaja un calculador Baldwin y una maquina Brunsviga, con todas las
facilidades que dan esta clase de instrumentos para abreviar las opera-
ciones ya laboriosas de por si.

En el trabajo aritmético he procurado hacer cémputos dobles con en-
tera independencia, controlando a medida que la elaboracion biométrica
iba adelante, los resultados que cada uno conseguia, en el caso de pari-
dad de cifras se seguia operando, y si no, se volvia sobre los nimeros
obtenidos hasta salvar el error.

Finalmente han ayudado las conocidas tablas de logaritmos de Callet,
que han abreviado mucho las operaciones, sobre todo en el hallazgo de
las ordenadas tedricas de frecuencias de los poligonos de variacion, co-
rrespondientes a los datos empiricos.

Las especies vegetales que me han dado elementos para la bioestadis-
tica son las siguientes :

Variacion en el nimero de carpelos de 506 bayas de Phytolacca dioica
L., planta llamada vulgarmente omb, de la familia de las phytolacca-
ceas, procedente de La Plata.

El diagrama y las constantes corresponden al nimero romano I; es-
tas cifras las utilizamos en muchas ocasiones cuando haya necesidad de
tabular las constantes, con el fin de no repetir inttilmente la primera
d enominacion.

Ntmero de involucelos en 200 involucros de la umbelifera Foeni-
culum vulgare Mill.,, que se halla en los terrenos baldios y cercados de
los alrededores de La Plata, es planta anual, comn, lleva el nimero II,
siguiendo el orden con el cual hemos establecido los diferentes tipos
aproximados de oscilaciones.
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En una Gariedad de la rosacea de hojas perennes, com@n entre nues-
tros mejores arboles frutales, el nispero, Eriobotrya japonica Lindley, he
contado el nimero de nervaduras de sus hojas simples por el lado dere-
cho e izquierdo, y estos sumados dieron una serie que lleva en los cua-
dros el ntimero III.

Jantidad de flores en las inflorescencias de la cicuta, planta anual sin
aplicacién, comin en los terrenos sin cultivo, su nombre es Conium ma-
culatum L., pertenece a la familia de las umbeliferas, lleva el ntimero
IV en los cuadros de distribucién de variantes.

Ntmero de bracteas del involucro de los capitulos del mirasolcito,
hermosa planta anual de la familia de las compuestas, que se halla flo-
recida por el fin de los meses de verano y comienzos de otofio en los
campos y caminos, cuyo nombre es Verbesina australis Hook. y Arn.,
lleva el orden V en los cuadros.

Numero de nervaduras por el lado izquierdo en las hojas de Hriobo-
trya japonica, conserva el niimero de orden VL.

De este altimo caracter hemos contado su nimero total en las hojas
compuestas de la especie Juglans regia L., nogal, arbol introducido en la
Argentina, de la familia de las juglanddceas, presenta el orden VII en
los cuadros.

El mismo caracter por el lado derecho e izquierdo da los cuadros VIII
¥ I X5

Los involucelos de Ammi viznaga (L) Lam. dieron una determinada
seriacion para las lacinulas que se insertan en su base, es ésta una plan-
ta anual, un yuyo sin aplicacion, de la familia de las umbeliferas, que da
el nimero X.

El capitulo de Verbesina australis o mirasolito me ha proporcionado
otra seriacion, en el niimero de sus flores centrales, tubulosas, excluyen-
do las del borde y constituyen el diagrama XI.

La especie malva rubia o Marrubium wvulgare, de la familia de las la-
biadas, planta comin también en los terrenos baldios, recontando de la
misma el niimero de flores en sus verticilios florales, ha dado una inte-
resante seriacion cuyo diagrama ocupa el lugar XII de la serie.

De la nmbelifera que ya mencionamos Foeniculum vulgare L. conse-
guimos una seriacion contando el nimero de flores que llevaban sus in-
florescencias y es la XIII.

Marrubium vulgare L. ha proporcionado, contando el ntmero de sus
verticilos florales en cada ramita aislada, un diagrama, que es el que tie-
ne por namero XIV.

El ntimero de flores en los involuecros de la viznaga, Ammi viznaga,
ha dado el diagrama de frecuencias XV.

Ammi viznaga di6 otro caracter susceptible de recuento, las lacinias
o elementos del involucro primario y forma la serie X VTI.
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Escogiendo al azar ejemplares de J. vulgare, dieron una seriaciéon de
120 variantes y por caracter el namero de verticilos florales, son el dia-
grama X VII de estas investigaciones.

De Eriobotrya japonica ya mencionada, se considera otra seriacion y
es la del nimero de nervaduras en el lado derecho de sus hojas simples
que forma la serie X VIII.

El namero de flores periféricas, liguladas, amarillas o corola de Ver-
besina australis, me ha proporcionado otro diagrama, que es el XIX.

Finalmente tenemos el ntmero de hojitas en las lacinulas de los invo-
lucelos de Ammi viznaga, que es otra variacion y forma la serie XX de
este articulo.

I

DENSIDADES MAXIMAS EN LA VARIACION DE UN CARACTER VEGETAL
MODO Y MODOS MULTIPLES

Después de haber procedido a la reunion de los datos numéricos, efec-
tuamos una primera operacion para transformar la serie de medidas ab-
solutas obtenidas o sea serie de las frecuencias, en otra serie ordenada
segfin la intensidad del cardcter examinado y que se llama seriaciéon o
distribucién de frecuencias; pudiéndose ya desde entonces fijar algiin
valor constante de la masa misma. Estas distribuciones que también son
mal llamadas curvas empiricas, no tienen la forma de trazados conti-
nuos, son lineas més o menos quebradas, de las que agrupando algunas
a continuacion, se presentan a nuestra vista de la siguiente manera ' :

! Los diagramas de lineas que hemos publicado =e obtienen disponiendo las clases.

Sobre una linea horizontal, que es la li- Y
nea de las abscisas y levantando sobre
cada uno de tales grandores una perpen- r
dicular u ordenada, que debe ser de al- = %
tura proporcional al nimero de frecuen- 3
cias que representa. En estos diagramas ] = R
la categoria tipica de la variacién o mo- i 1
do empirico, se halla sobre la linea de R B X
las abscisas y es el punto sobre el cual = ‘
se proyecta la ordenada de mds altura, -2
-3

que es aquella perpendicular que repre-
senta la mayor densidad de las frecuen- |
cias y que recibe el nombre de ordenada
mdxima. Las extremidades de todas las
ordenadas se unen con una quebrada que
muestra su andar creciente o decreciente.

Si se trazan dos rectas XX, e YY,, que se corten en dngulo recto en el punto O,
tendremos un sistema de las conocidas coordenadas cartesianas, siendo el eje de las

Figura 1
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Si nos detenemos a inspeccionar cada uno de ellos se nota que en el
caso del niimero de pétalos, en Verbesina australis (fig. 2), vemos la
oscilacion producirse por una leve manifestacion numérica, elevarse de
golpe a maximos de abundancia y volver a descender, sin que en ningan
caso las subidas o descensos sean interrumpidas por entrantes o salien-
tes bruscas.

Con el ntimero de lacinias de la umbelifera Ammi viznaga (fig. 3),
ocurre 1o mismo, alcanza una elevaciéon maxima, sube por una cuesta
y baja por la otra con tal regularidad, como si la naturaleza ocultara
detras de ciertos niumeros ordenados el trazado de una curva.

Mis definido que los precedentes se
muestra este fenémeno en Phytolacca
dioica, figura 4, contando el ntimero de

n

" - " 20 9 16 0 oI Wy a5 b 7y 1y 20 o

Fig. 2. — Niumero de pétalos Fig. 3. — Nimero de lacinias
en Verbesina australis en Ammi viznaga

carpelos se ve a la masa total de variantes rodar alrededor de un eje en
cantidades mds o menos equivalentes : asi bayas con ocho carpelos 7,

abscisas la linea XX, y el eje de las ordenadas la linea YY. De un punto cualquiera
del plano que determinan llamaremos coordenadas a las dos perpendiculares z e ¥
que caen del punto Z sobre las rectas XX,, e YY,, se dird entonces que la perpendi-
cular = es la abscisa del punto tomado y que la perpendicular ¥ es la ordenada del
mismo punto ; se tendrd que dadas las coordenadas de un punto se podrd determinar
dicho punto y que dado un punto se podrdn encontrar sus coordenadas, por ejemplo :
con las coordenadas z = — 5 e y = 4 el punto que determinan serd Z. Teniendo por
otro lado un punto R, sus coordenadas estardn dadas por las dos perpendiculares que
caen una sobre el valor 2 del eje de las Y y la otra por el valor 3 del eje de las X.
Como se ve, los cuatro cuadrantes son de abscisas y ordenadas positivas, abscisas
negativas y ordenadas positivas, abscisas positivas y ordenadas negativas. De los
cuatro cuadrantes es el YOX, el que de regla sirve en las representaciones gréfi-
cas de las seriaciones, y a esa parte del sistema de coordenadas nos referimos.
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bayas con nueve carpelos 44, con diez carpelos 139, con once se eleva
al maximo 204, con doce da 91 y con trece se cuentan 20; se halla una

baya con catorce carpelos. El diagrama a
esta altura se reduce a cero, confundiéndo-
se con el eje de las abscisas.

Otras lineas muéstranse quebradas, ro-
tas, con puntos que son casi simétricos a
ambos lados de la oscilacion, pero no se
apartan del mismo andar antes descrito :
se anula, se inicia, se eleva, desciende y
vuelve a anularse.

La seriacion que consta del ntmero de
inflorescencias en 200 umbelas de Fenicu-
lum wvulgare, produce una distribucién con
una entrante para la variante 8, una segun-
da para la variante 12 y una al final en la
namero 16, que no logran hacer una sepa-
racion nitida en masas distintas. Siendo el
caso también en el diagrama del niimero de

204

Fig. 4. — Numero de carpelos
en Phytolacca dioica

bracteas (fig. 5), donde, como se nota, se ve una quebrada sobre 19 y

© i 12 1y W 15 16 17 13 19 20 20 2 23 20 25 % 27 28 29 30

Fig. 5. — Namero de bricteas en Verbesina australis

te sobre cada una de estas lineas al hacer su

Recorriendo con la vista cual-
quiera de los anteriores diagra-
mas se ve una categoria de fre-
cuencias m4as densa, es el punto
de maxima densidad de distri-
bucién de la variacion. En el
namero de pétalos es 14 ; en el

otra en el nimero 26.
Finalmente, de una po-
ligonal mas o menos regu-
lar, pasamos a una linea
quebrada y de ésta se lle-
ga a otro tipo, como el que
muestra la grafica del ni-
mero de verticilos florales
en Marrubium vulgare (fig.
6), la que ademds de tener
salidas, ofrece separacio-
nes de masas de variantes
y volveremos mas adelan-
examen en particular.

50 sp

de bracteas 20; en el de lacinias —=
13; en el de carpelos 11, ete.

2 3 4 85 ¢

T B8 9 ' 0 iz 1) 4 15 16 7 18 19

Fig. 6. — Ntmero de verticilos en Marrubium vulgare
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HEsta zona que reune el mayor ntimero de frecuencias pertenece a una
de las constantes mas importantes, es la clase o categoria tipica llamado
también grupo tipico,%l que se indica con el nombre de modo, modo em-
pirico, o punto de maxima densidad de las frecuencias.

Traduciendo ahora en nimeros las densidades del género que esta-
mos tratando, el punto de maxima densidad se situaria asi en las dife-
rentes especies.

CUADRO I

Densidades mdximas

erli:)illl‘i(::o Promedio
Seriaciéon XIX ..!.... 14 15,054
— NI 13 13,495
— XVIL . v 6 7,591
- XVIIT.. ... 19 19,784
— e o 11 10,774
— i 10 10,26
— IN s Sate o2 14 13,440
— L and. el 20 20,932
— WL - s 19 19,798
— Ville fen . 2 LT 16,566
— VL v i ili7, 16,508
— b I S A1 16 16,624

Deciamos refiriéndonos al médulo, que éste era uniforme en todas las
series y por los diagramas, estas diferentes especies conducen a agrupa-
ciones ordenadas tales, que reduciendo o alargando e! médulo se mantie-
nen lo mismo; un ejemplo evidente es el que presentamos en seguida
(fig. 7), de modo que tratandose de caracteres simples, podemos sucesi-
vamente abordarlos de acuerdo con los métodos que en la biométrica
nos llevan a la obtencion de las diferentes constantes.

Los datos numéricos comprendidos en la palabra variante,o sea el na-
mero simple que representa un caracter y variaciéon la condicion que de-
termina una magnitud de la misma indole, pueden presentarse de dos
maneras bien definidas : las unas son magnitudes continuas, variantes
graduales de biométrica, y se llaman asi aquellas cuyos valores admiten
tantos términos de transicién cuantos se quieran, tratandose por ejem-
plo de longitudes, pesos, tiempos, pueden ser expresados en medidas
que aunque vecinas, siempre admiten una que venga a colocarse entre
las mas préximas. Las otras son magnitudes discontinuas, variantes in-
tegrales, cnando no pueden ser admitidos los términos de transicién, asi
se dira, por ejemplo: tratindose del ntimero de bracteas, pétalos, flores



— 211 —

para cada clase, en cada flor cuantas con cuatro pétalos, cuantas con cin-
co, con seis, ete.

En los recuentos realizados, siempre hemos tenido variantes del se-
gundo tipo o sean discontinuas, las que nos han dado series de frecuen-
cias que en tltimo andlisis, caen entre limites determinables con absoluta
precision, mientras que en el caso contrario sélo se miden por aproxima-
ci6n; ahora al hacerse la distribucién de las frecuencias y su traduceion

¥ Be 40 M (R Y W) A4S b
e 310 (= 314 310
70 n-1q 510

Fig. 7. — Numero de verticilos en Marrubium vulgare

2s serie, escogida al azar. 200 v.

grafica, mientras las magnitudes continuas deben considerarse como 1i-
neas ordenadas, las discontinuas se tratardn como 4reas unas contiguas
a las otras; en todos estos casos el médulo va de uno en uno, y es repre-
sentado por la serie natural de los niimeros de una varianté a la si-
guiente.

* Con variantes discontinuas como con las que son continuas, se puede
cambiar el médulo y hacer desaparecer algunas puntas y atin todas; la
grafica presenta otro aspecto, como el que se ve en el diagrama anterior
cuyo médulo fué llevado de 5 a 5 unidades. No obstante esto en las di-
ferentes tentativas realizadas para alargar el médulo, se nota que el pun-
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to de maxima densidad de la distribucion, cae siempre en determinados
valores. Basta el ejemplo anterior para informarnos: el diagrama de 120
variantes llevado el médulo de 1 en 1 da la primera linea con dos pun-
tas, trazado con un médulode 2 en 2 desaparecen las puntas, como pasa
toméndolos de 3 en 3, pero el niicleo, la masa, la mayor densidad, se con-
serva en la misma posicion.

Los diagramas que acabamos de exponer, ensefian a golpe de vista
acerca de la primer constante biométrica que se debe encontrar, o sea
el grandor tipico de la variacién, que es aquella variaciéon que se mues-
tra mas frecuentemente. Reunidas una por una las manifestaciones de
una variacion, de su composicion en seriacion, resulta inmediatamente
el grandor o los grandores tipicos.

La desviacion que el trazado experimenta con relacion al eje de las
abscisas encierra dicho grandor; y si los dispusiésemos en columnas nu-
méricas se ven mas nitidos aparecer, acumulandose los valores mas co-
munes de la serie que encierra el grandor tipico ej. :

CUADRO I1I

Numero de flores en « C. maculatum »

s s = E

< E 2 g o g < E’

Sl Bl E & |2l E|C

S S =} z S 3 o 2

& = = =

3 i ! 10 | 113 16 | 240 22 4

5 11 | 186 17 | 185 23 1

6 13 12 | 244 18 | 129 24 2

B 31 13 | 252 19 81 25 1

8 46 14 | 312 20 32
9 86 15 | 262 21 15
CUADRO 11I
Niimero de flores en « Ammi viznaga »

=z =2 | 2 2 8 2
< <o < < o o o
) =1 ] =1 -] =1 ] a (] =1 -] =1 ] =
0 g2 is 8 gglae (e g es il 2 8
= =] = = ) = =
3 2 11 41119 | 15|27 [ 19 || 35 | 27 || 43 | 17 || 51 | 10
4 1| 12 2120 | 13| 28 (2236 | 34 ) 44 | 14 || 52 9
5 1] 13 2121 (20|29 [ 3037 ;29| 45 | 12 || 53 3
6 2 |l 14 8122|2130 |34 38| 19| 46 | 12 |l 54 3
i 2 || 15 623 |23 31 |26( 39|26 47 | 16 | 55 5
8 3| 16 824 | 1732 | 28| 40 | 20 | 48 | 10 || 56 3
9 1117 |12 25 | 27 (133 | 28 || 41 | 20 || 49 | 16 || 57 2
10 2118 | 10 || 26 | 34 || 34 | 28| 42 | 13 || 50 | 11 || 65 1
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CUADRO 1V

Viimero de mervaduras en las hojas de « E. japonica »

] = g s =
< < o ; <
) g 13 g o g o 3 o 3
- = il ~ =
< H= B ) B
7 1 19 29 17 | 140 22 | 145 % 40
8 3 13 36 18 | 198 23 | 148 28 22
9 4 14 58 19 | 233 24 | 108 29 11
10 13 15 91 20 | 206 25 83 31
11 25 16 | 124 21 | 197 26 55 32 i 4

CUADRO V

Niimero de lacinulas en los involucelos de « Ammi viznaga »

Frecuencias Total
W i 20
== B e 1
% ; ..... 142 i
e < e g 210
o g Bt
K 1 el FRBL
— ESE e i

Esta Gltima muestra dos entrantes y dos salientes, que desaparecen
variando el médulo que va de uno en uno, pues toméndolo de dos en dos
da la tercera columna, donde ya no se presentan.

CUADRO VI

El mimero de flores en « Foeniculum vulgare »

2 = s g ] = s
(5] S S 5} S S
SlglS|8|S2|g|S|eS|s|®|g|®B]| 8
& & & A =) = g

1 6 6| 16 || 11 63 16 | 127 21 (131} 26 | 87 || 31 | 30
2 T T|1381) 12 | 74| 17 [106] 22 99| 27 | 88 || 32 | 23
3 4 8| 37| 13 | 88| 18 [100| 23 77 28 | 52 || 33 | 11
4 15 9 | 37 | 14 74| 19 | 116 24 96 29 | 49 || 34 8
5 | 21|10 | 57 || 15 | 106 20 [ 134 25 98| 30 | 37 || 36 3
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En las inflorescencias de esta especie se notan modos accesorios mil-
tiples, o concentraciones accesdricas en las clases 5 con 21,13, con 88,16,
con 127,20, con 134 y 25, con 98, ete.

Ambos métodos muestran una evidente traduccién grafica y. numéri-
ca. La linea obtenida, la de los diagramas, no es otra cosa que un re-
cuento después de haber dividido una banda rectangular horizontal, por
medio de lineas verticales en tantos rectangulos iguales, colocando en
cada uno de tales rectangulos tantos puntos cuantas sean las frecuen-
cias que caen en cada clase; aparece de inmediato el grandor tipico de la

rariacion o categoria tipica, o punto de maxima densidad, o modo empi-
rico, llamado también punto caracteristico de la variacion.

En cada caso, el diagrama obtenido si nos valemos del método grafico
lleva el nombre de poligono de frecuencia; si a esta linea quebrada se le
substituye una curva también con procedimientos graficos, aritméticos o
algebraicos, ésta se llamard curva teérica de distribuciéon de la varia-
¢ién ; aunque muchas veces se indica como curva de distribueion la 1i-
nea quebrada obtenida, entendiéndose siempre que es puramente objeti-
va y a la que también se llama curva empirica.

Los diagramas tales cuales resultan de la observacion y agrupacion
de los datos, se notan que no carecen de irregularidades; las que pue-
den ser debidas a falta de observaciones, como puede ocurrir que tengan
por causa hechos que necesitan su debida explicacion.

Habiendo visto como el punto de maxima densidad, o categoria tipi-
ca, o valor médximo, o modo empirico, o punto caracteristico de una va-
riacion vegetal, queda directamente representado en los cambios que se
quieran hacer de la amplitud del médule, ocurre ahora detenerse sobre
las magnitudes entre las cuales cae siempre el modo, en las sucesivas
tentativas de alargamiento del mdédulo. Se comprende como ya se ha
afirmado que la posicion del modo empirico no es definida, sino aproxi-
mada ; dependiendo su lugar de la amplitud del médulo elegido y del li-
mite con el cual se empieza el médulo de la primera clase.

Por el modo de presentarse de las clases que ocupan el prineipio y el
fin de la serie de frecuencias, estas variaciones tienen sefialado su limite
inferior y su limite superior, y basindose en ello podemos incluirlas en
las seriaciones cerradas.

Otra consecuencia podemos dejar sentada y es el principio general de
que en todos estos poligonos, no existen distribuciones con el punto ma-
ximo de frecuencia al iniciarse el diagrama, si se hacen algunas excep-
ciones en que la primera ordenada empieza no desde cerca de la linea
e las abscisas, sino ya con un cierto valor; lo que debemos considerar
fundamental, porque nos llevan a curvas todas mas o menos simétricas,
-es decir, alas llamadas curvas biolégicas binomiales. Pero ocurre asimis-
mo la presencia de puntos de diversa densidad, de aquel cnya categoria
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es la mas densa de entre las frecuencias o sean puntos laterales, llama-
dos también modos laterales: secundarios, terciarios o miltiples; que
pueden tener en la variaciéon vegetal particular importancia y que deben
ser examinados segin la densidad de las frecuencias qne alecancen. Pue-
den ser indicados usando la terminologia de Ludwig ! con las letras «, §,
v, siendo alfa el punto de mdxima densidad. Puntos que pueden ser muy
acusados o no serlo, y que en ambos casos motivan una disposicion mas
0 menos simétrica a uno y otro lado del eje de las ordenadas.

Ocurren casos como los que se indican con estas seriaciones, en algu-
nas especies vegetales, por ejemplo, el nimero de lacinulas en los invo-
lucelos de Ammi viznage da lo siguiente :

CUADRO VII

Numero Numero
Lacinulas 5.« . 12 Lacinulas 11.... 106 -
— B o 14 — 12...3 87
— Torires 19 — 18,0 100 y
— BE . 146 2 = 14 14
— L 107 — Tl 1
- 10.... 163 = PO - 3. 769

En esta distribucién tenemos una mayor densidad para 8 con 146, en
9 se ve un descenso a 107, en 10 vuelve a subir y la lectura objetiva lo
indicaria como modo fundamental ; en el descenso de la serie se tiene 12
con 87 comprendida entre 11 con 106 y 13 con 100. Se ven pequenas
masas de densidades que se presentan a cada lado del modo o frecuen-
cia maxima, ocasionando en la grafica una especie de duplicacion, que se
aproximaria del tipo de distribucion bicuspidal o biparabélica a cada
lado del modo.

Se ve reproducirse aparentemente la bimodalidad, aunque las den-
sidades no son de igual importancia a la densidad modal, no obstante
llega en la seriaciéon numérica precedente, la designada eon la letra {
a 146 frecuencias y el modo estd en .163, son puntos de densidades ca-
si iguales que De Vries interpreta en los vegetales como indice de
la mezcla de dos tipos diferentes, por ejemplo: dice el autor nombrado,
en el Chrysantemum segetum observa que la especie salvaje tiene mdis
frecuentemente 13 radios, pero que en la variedad grandiflorum el punto
d e maxima densidad cae en los radios 21 cuando esta especie es impua-

' F. LUuDpwWIG, Botanische mittheilungen en Schriften der natur. gesell. zu Danzig, Bd.
VI1I, ete.
e

REV. MUSEO LA PLATA. — T. XXIX 16
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ra, siendo mas o menos abundantemente mezclada con la especie tipica,
la distribucién de la frecuencia de los radios revela tal impureza, porque
presenta ademds del punto de maxima densidad sobre 21, otro punto de
densidad bastante elevado sobre 13 radios *.

Volviendo a nuestro caso y prescindiendo, si se quiere, de la segunda
inflexién, cémo explicariamos su existencia dado el elevado ntiimero de
flores contadas, sin atribuirlo a variedades de la misma especie ; basta
observar un campo infectado de Ammi viznaga o viznaga comin, para
distinguir diferencias en el tamafo de la inflorescencia, aunque haya si-
militud en los caracteres y podriase con la ayuda de recuentos hacer una
division en variedad multiflora y pauciflora, esta Gltima se subdividiria
a su vez en pauciflora con pocas lacinulas y otra variedad con muchas.

El problema queda planteado y lanitidez con que el nimero traduce
lo que muestra la naturaleza no puede ser mas evidente ; no se olvide
que esta seria una forma de interpretacién, como que podria entrar en
otra categoria de fenomenos de la variacion vegetal.

Con el ntimero de flores en las inflorescencias de Foeniculum vulgare L.
se tiene el siguiente cuadro :

CUADRO VIIL

Ntumero Niimero
de flores de flores

Claso: 1. ..o % 6 Clase 19...... 116
— 3 See e 7 — 20...... 134
s T e R e 4 — 21...... 121
e T 15 — 22...... 99
o o i s 21 = G e T
= 11 Bicte, v oli gl 16 — 24...... 96
== M s 31 . e 98
e sl A e 37 — 26...... 87
Al P 37 =) @Tesiuss 88
= S h (i JE- 57 — "28...,. 52
e WS e 63 — 29 ..... 49
SR £ B T4 —. . 80: ... 37
— B e Wl 38 EEE R 30
— 14....... 74 — R e 23
C R TS N 106 = B8uniar. 11
e R i I 127 — 34...... 8
s o R e 106 — 36 s A 3
—  EB. e 100

! H. Dr VRIES, Specie e varietd, e loro orvigine per mutazione, pdgina 705, de la edi-

cién italiana en dos volimenes, Palermo, 1909.
: =
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de donde resulta que existirian varios puntos de densidad; el aspecto
que toma seria manifiestamente plurimodal, multimodal, o de muchos
modos, como lo son las distribuciones que conducen a las llamadas cur-
vas pleiomorfas por Bateson. Esta distribucién, no sabiendo si con ella
es posible hacer un aparte evidente en sus. variedades con sus distintas
cifras, no tiene otra explicacion por su modo de presentarse, que los di-
ferentes grados de acumulacion en la cantidad de flores; las que pueden
estar sujetas a variadas causas de ambiente: sequias, vientos, radiacion
solar, que las elimine o las deje persistentes en la umbela, y cuyos gra-
dos de frecuencia estan indicados por las distintas caspides del poligo-
no o sean los puntos de densidad que son accesorios.

Bs dificil afirmar por la simple inspeeciéon del material, si los puntos
secundarios de densidad, son procedentes de variedades mezcladas en
una fnica distribucién. Y atin eliminados todos los factores de error,
después de una completa induccién aritmética, mas aun después de ser
posible su clasificacién en curva simple o compleja, o su colocacion en
cada uno de los tipos de curva a que pueden ser adscripfos. Quedando
siempre lo esencial de una explicacion organica o biolégica de esta ma-
nera singular de presentarse; con esta forma de ver, dirfamos, en el caso
anterior, que nos hallamos en presencia de diversas variedades como
nicleos : las series de subcategorias de que haciamos referencia, que en-
cierran subordinados a muchos individuos.

Con la misma evidencia resultan las graficas si nos valemos del dia-
grama a puntos, en lugar del recurso de rectas, que como sabemos. ¢on-
seguimos colocando las clases sobre una linea horizontal (linea de las
abscisas) y levantando sobre cada uno de los puntos de tal linea que co-
rresponde a cada clase, una ordenada de altura proporcional al naimero
de frecuencias que representa. En tales diagramas a puntos o lineares,
la categoria tipica de la variacion se halla sobre la linea de las abscisas,
siendo aquel punto sobre el cual cae la perpendicular u ordenada de més
altura, que presenta la mayor densidad de las frecuencias, la que se 1la-
ma ordenada maxima.

Algunas veces los puntos accesorios de agrupamientos pueden ser de-
bidos a escasez de observaciones, como que también puede ocurrir lo in-
verso por acumulacion, cuando las observaciones resultan excesivas;
aumentando éstas en su nimero, los puntos secundarios desaparecen,
pero en los casos que examinamos el nimero de datos fué siempre
elevado, es decir, la regularidad que presentan es, por lo que vemos, la
verdadera que tienen. A medida que aumentan los datos de los recuen-
tos, en un cuadro donde se anotan los unos a continuacién de los otros,
se logra la inflexion deseada en la curvaj; creciendo las frecuencias, al-
canzando su punto de mayor densidad y decreciendo al final. En las ex-
tremidades vuelven a manifestarse irregularidades, abriéndose a veces
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entre los grupos de frecuencias, lagunas. Una de las causas de que esto
pase, debe buscarse también en la escasez de observaciones anotadas en
los puntos extremos de la distribucién y sobre estos puntos extremos
haremos una investigacion.

Para el caso de que tuvieran influencia en la obtencién de las constan-
tes biométricas daré una idea con el cuadro de valores reunido, que ha
sido obtenido aplicando el método llamado de Chauvenet para la elimi-
nacién de las cifras extremas; estas variantes se separan asi de las que
d eterminan el movimiento general de la variacion, es decir, son aquellas
variantes debidas a causas desconocidas, que hacen nacer de improviso
y saltuariamente oscilaciones en mas o menos.

ITI

VARIANTES EXTREMAS

Como se ver4, en general, no existen cifras que puedan entrar en la
categoria de extremas para todos los casos tratados, el método mencio-
nado llamado también criterio de Chauvenet, comprende a los valores
observados, las distribuciones no se hallan afectadas, son reales, podriase
hacer una excepeién para el ntimero de inflorescencias de Foeniculum
vulgare, donde la variante 23 entraria en la categoria de las extremas
por la interrupciéon que sufre el diagrama.

Este primer cuadro de constantes nos da una idea general de las con-
diciones numéricas de los caracteres, conociendo el comportarse de las
extremidades de los diagramas, los veremos mas adelante con relacion
a la teoria biométrica, siendo esta la primera base para inferir sobre los
datos reunidos y, sobre lo que precedentemente se exponia relacionado
con la densidad de las frecuencias '.

Se ve que las variantes numéricas se complejan intimamente en la
masa total, que es como en general se comportan las variaciones de los
caracteres biolégicos; no se inician con saltos bruscos ni terminan del

! La eliminacién de los niimeros extremos ha llamado la atencién de los manipu-
ladores de seriaciones ; para depurarlas se puede seguir el método puramente graifi-
co, después de haber dibujado las frecuencias en diagrama, se excluyen los casos que
le presentan mds alld del punto donde el poligono toca la linea de las abscisas y de
donde vuelven a elevarse después de haber sido roto o quebrado. De modo que cal-
culando las constantes de un poligono de frecuencias la eliminacién de variantes ra-
ras o variantes extremas, debe ser abordada antes de la elaboracién biométrica de
los datos. El criterio que referimos, aplicado a las medidas fisicas, con la cautela
que requiere todo procedimiento numérico, puede serlo también en las medidas bio-
logicas, asi el valor « (kappa) lo da la tabla que publicamos al final, en la que exis-
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mismo modo. En todas ellas no existen valores tales que nos hagan de-
sistir de aplicar las deméas formulas que constituyen el método estadis-
tico; siendo la mayoria de las curvas continuas a excepcion de algunas,
cuyos datos extremos expulsados no modifican sino en poco las cifras de
estos caleulos, conservando el método de la teoria cientifica que apli-
camos.

IV

MEDIA, MEDIANA Y CUARTILLOS

Ademaés de los puntos de mayor densidad y de los puntos laterales, dan
idea verdadera de una distribucion de frecuencias, otros puntos tam-
bién caracteristicos, entre ellos el valor llamado mediana * y los cuartillos
(cuartillo inferior y superior). Se llama mediana aquella constante que
divide a todos los valores puestos en orden creciente o decreciente : sera
el grandor central cuando el nimero de frecuencias es impar y la media

2n — 1 r
ten calculados y corresponden a s i por ejemplo : el nimero de pétalos en las
v

flores de una compuesta se reparten de este modo :

1045 NSRS 13 1415 - 16 27 f 18 A9 20 2 1290 24
2 3 28 101 108 8 53 53 28 18 10 8 3 1

La media es M = 15,054, el indice de variabilidad = 2,02, y el valor de kappa

dado por la férmula
2n — 1 999
— = ——=10,49950
T
cuya constante correspondiente de las tablas citadas es 0,49950 = 3,29 ; entonces la
desviacién limitante zs = 3,29 % 2,02 — 6,6458, y la clase limite por un extremo

serd :
M — xz = 15,054 — 6,6458 — 8,049 ;

por el otro extremo dard :
M 4 25 = 15,054 + 6,6458 — 21,699.

(W. CHAUVENET, A treatise on the method of least squares, etc., pdgina 469 y si-
guientes, Filadelfia, 1888.)

* Disponiendo la seriacién segiin su desarrollo natural y buscando luego cudl va-
lor la divide, por simple recuento se podrd hallar aproximadamente a la mediana.
Pero un método rdpido, con el cual hemos deducido los valores que se leen en el
cuadro de esta constante, es el método de Davenport, el que consiste en lo si-
guiente : se dividen las frecuencias en tres lotes : 1° el que contiene los valores mds
bajos de la clase del medio y que se llama a; 2°, otro de la clase media que se llama
b y que contiene a la mediana ; 3° el que queda y que se llama o, de manera que
@ 4+ b 4+ ¢ = n, siendo n el niimero total de frecuencias. Se indica con ! el limite
bajo del valor de la clase del medio y I' el limite superior de la misma ; x es la dis-
tancia abscisal de la mediana arriba del limite bajo I’ o debajo del limite superior
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aritmética de los dos centralés, cuando el ntiimero de frecuencias es par.

Cuartillo inferior sedefine como el valor que separa el primer 25 por
ciento de las frecuencias de la entera distribucién (empezando por los
grandores més pequeios), y el cuartillo superior separa, por el contra-
rio, el Gltimo 25 por ciento de frecuencias.

La media, que es una constante indispensable en bioestadistica, se
puede tomar directamente de los datos originarios, que han servido para
construir la distribucion de frecuencias, o se puede deducir de la distri-
bucién de frecuencias; si las variantes van de unidad en unidad o sea
discontinuas, la media aritmética ¢s igual al cuociente que se obtiene di-
vidiendo por el namero de observaciones, la suma de los productos de
cada grupo de frecuencias. En el caso que el médulo sea de mas de una
unidad en méas de una unidad, se elige como valor por el cual multipli-
car a las frecuencias, el valor central o medio de cada clase. En los dife-
rentes cuadros se hallard el valor medio encontrado con arreglo a los
métodos indicados.

de la clase mediana '’ seglin que x sea positivo o negativo. Para x positivo se calcula
1 o b z :
=S atbiix:l" —U y para x negativo gn—o tb:ix il —U. Asiobtenido z se
2
suma o se resta del limite superior o inferior. De la siguiente manera hemos proce-
dido con ese método.

Sea la seriacién correspondiente al niimero de carpelos en las bayas Ph. dioica :

7 44 139 204 91 20 1 1
. "= =n=—2b
8 G L0l Ll 12 i i ot | i
1
—n—a:biix:l —10;

2

reemplazando se tiene 253 — 190:204::2:12 — 10, lo que es ignal a 63 :204 ::x: 2,

luego ?

632 126 o
=6l o 0,61 para x positivo.

1

§n—c:b tex U —1,
reemplazando resulta 253 — 112:204:: — 2:12 —10, lo que da 141:204:: —x: 2;
luego

El limite inferior es: 10 4 0,61 — 10,61.

El limite superior es: 12 — 1,38 — 10,62.

La mediana Q, de la seriacién del niimero de carpelos de Ph. dioica es 10,61.

Los cuartillos los hemos obtenido desdoblando en dos partes cada seriacién: una
para el cuartillo inferior Q, que contiene el primer 25 por ciento de las frecuencias
y la otra para el cuartillo Q, que separa el iiltimo 25 por ciento; y en cada una de
ellas, como se trata de la determinacién de las medianas de cada seriacién o cuar-
tillos de la seriacién total, nos hemos valido del mismo método que para la obten-
c¢i6n de la mediana, figurando los valores en sus correspondientes cuadros.
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CUADRO X

Modos, medias y medianas

8 3 Modo
Modo teorico ?I:‘(};.? 1 s empirico

M—3(M—M.,) '“n‘ sn—aibiizili—v o de

observaciéon
Seriaciéon XX... 1,828 v 4,606 3,680 3
—_ XIXL. . 20,046 19,167 19,460 20
— HIE 3. 18,537 19,740 19,339 19
— IV 14,850 13,440 13,910 14
— el 19,426 20,932 : 20,430 20
LAY ) Sehr 19,024 19,423 19,290 19
— V... 15,408 16,566 16,180 17
— NALL. . 15,434 : 16,508 16,150 17
— " - 15,352 16,624 16,200 16
- b S 10,140 10,020 10,06 10
— | Ry 10,282 10,774 10,610 il &
— IE L% 8,760 10,260 9,760 10

Mas claramente, la media

M99 +Ny w0

donde g, ¢’ ¢” son todas las variantes y N su nimero, esta formula tam-

bién puede ser escrita
il 3
M == N (Zw);
en la que (Xx) representa la suma que corresponde a todas las variantes

integrales y N el namero de frecuencias. Suele expresarse asi :

= (V7

M=
N

b

aqui V representa el valor o medida que se halla en cada clase, f la
frecuencia de cada valor, N es el ntimero total de observaciones. Esta
féormula se puede escribir de este modo :

M —_ 3 (Va).

2] =

Como el promedio o media exige tener en cuenta todos los valores ob-
tenidos, la mediana puede ser hallada con mas rapidez, y se consigue
cuando no es posible calcular la media aritmética ; sobre ella no influye
el hecho de que a la extremidad de la distribucion se encuentren frecuen-
cias raras o erraticas de valor alto, de las que hemos probado pueda ser
que se resienta el valor medio.
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En ciertos casos la mediana es preferida a la media, conviniendo por
cierto, de no dar importancia a las variantes extremas. El modo tiene
también la ventaja de no ser influenciado por los valores extremos, se
halla también con rapidez (modo empirico) y representa como ya expli-
camos la mas importante categoria de la variacion; de lo que se infiere
sujetandonos a la aritmética, que no siempre la media corresponde al
grupo que es tipico. i

Sobre las diferencias que guardan la media y la mediana se tienen los
siguientes resultados : en diez casos la media es mayor que la mediana
y en tres casos es menor.

CUADRO XI
i Limite inferior Limite superior
Ntimero Media de la mediana de la mediana
i 1
§1L—a:b::x:l”—l/ En—c:b::x: —r
Cardcter XX ... ... 694 4,60 > 3,68 3,69
— XIV ... 408 7,75 > 17,40 7,40
== KN, | o 2108 19,16 19,46 19,47
e . 1980 19,76 > 19,33 19,34
—55 -, o 506 10,77 > 10,61 10,62
ST 200 10,26 > 9,76 9,77
LSS R 2242 13,44 13,91 13,92
e o RN 500 20,93 > 20,43 20,44
— R/ AP 990 19,79 > 19,29 19,30
= W . can 2100 16,56 - > 16,18 16,19
= 1050 16,50 > 16,15 . 16,16
T, . 1o 1050 16,62 > 16,20 16,21
I e 769 10,02 10,06 10,07

Con la posicion relativa del modo o punto de mas frecuencias, cono-
ciéndose la mediana y la media aritmmética, se puede caleular rapida-
mente por aproximacion, el punto teorico de densidad maxima o modo
teorico. Es aquel punto de maxima densidad, como ya se ha expuesto
que se tendria, si una distribuciéon empirica de frecuencias fuese subs-
tituida por una distribucion teérica, es decir, si al poligono de fre-
cuencias se le reemplazase con el recurso de una perecuacién alge-
braica, una curva de frecuencias cambiando a los elementos quebrados
del diagrama por cifras que den una linea continua. Para los casos en
el cual la reparticion de las frecuencias se acercan a la forma simétrica,
en las que la media, el modo y la mediana pueden llegar a coincidir, o
sea en las distribuciones que no son muy asimétricas, el punto de densi-
dad teérico o modo es dado por la relacion :

Modo teérico = Media — 3 (media — mediana).
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De cuya ignaldad se puede conociéndose el modo, verificar a la me-
diana con :

Mediana — Modo - % (media — modo).
Las constantes hasta aqui indicadas, si bien no son sino una parte de
las que deben calcularse, ya pueden ser obtenidas de las masas de obser-
raciones, y daré una idea al lector acerca de su aplicacion en la varia-
ci6én de un caracter vegetal, con los diagramas representativos de la
distribucién total del nimero de nervaduras del nispero Eriobotrya
Japonica y del ntimero de lacinulas en Ammi viznage (L.) Lam.

M
2%
g
200
ns

400

7I 08 9 w0 m 123 14 95 18 )18 1920 20 222y 20 25 20 27 28 29 30 3 56709“1"'&15“'}
i
Q < 2
Q‘ '1\!“ 3
Fig. 8. — Numero de nervaduras Fig. 9. — Nimero de lacinulas
en Eriobotrya japonica en Ammi viznaga

Como la media aritmética es la que mas nos importa conocer al iniciar
el examen de la variacion vegetal, puede ser considerado asi aquel punto
de la linea de las abscisas, sobre el cual se encuentra el valor correspon-
diente de la media misma, y se puede indicar graficamente de tal modo
también a la mediana y los cuartillos; con lo que nos habituaremos a
pensar que la media no es una abstraccién, sino que estd en relacién
con la distribucién de frecuencias consideradas !, por esto en los dia-
gramas representaremos con una perpendicular que cae sobre el eje de
las abscisas a la posicion de la media, de la mediana y a los cuartillos.

La media aritmética puede ser bien usada, para dar una idea aproxi-
mada de ¢6mo se presenta en su conjunto la distribucion de frecuencias;
lo que es factible también con medias parciales sucesivas. Estas medias
parciales es facil obtenerlas en las seriaciones de este género, haciendo
la media de todas las variantes o frecuencias que caen en el primer cuar-
tillo, y después la de aquellas que se encuentran entre el cuartillo infe-
rior y la mediana, traduciendo la distribueién en cuatro medias sucesi-
ras, que indiquen respectivamente la media del primer 25 por ciento
de frecuencias, del segundo, del tercero y del diltimo 25 por ciento.

* G. YULE, An introduction to the theory of statistics, capitulo VII, Londres, 1910.
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Tratdndose de medias obtenidas haciendo intervenir a todas las fre-
cuencias o (peso) que afectaa cada una de ellas, sabiéndose ya que todas
las variantes estan representadas por su mismo nimero de frecuencias,
cada media influye con lo que se podria llamar su propio peso, o sea el
ntimero de observaciones, de las cuales resulta el dato estadistico.

Finalmente podemos valernos de una media parcial de los valores de
una distribucién, como lo es la media de densidad que muestra el estado
tipico cuantitativo de un fenémeno, asi la llama Niceforo !, o sea la me-
dia aritmética de todos los valores de las frecuencias que caen en la cla-
se de mayor densidad, o sea el punto de mayor densidad o media tipica
de densidad.

CAPITULO II

I

MEDIDA DE LA VARIABILIDAD

Deducir el grado de variabilidad de la masa de variantes observada e
indicarla con una sola cifra, sea absoluta (indice de variabilidad) o rela-
tiva (coeficiente de variacion), se logra una constante biométrica de las
mds importantes, porque con ella se tiene el grado de variabilidad que
en este caso presenta un caracter vegetal.

En el campo de la biologia el estudio del grado de variabilidad ha in-
teresado vivamente a los naturalistas, y desde los tiempos iniciales del
progreso de las ciencias naturales, se ha hablado de mayor o menor va-
riabilidad, ya sea de especie a especie, como de raza a raza, y de varia-
bilidad dentro de la misma especie o variedad.

El caleulo de la variabilidad por medio de s (sigma) fué muy aplicado
por los cultivadores de biométrica en la variabilidad vegetal y animal ;
¥y antes de hacer la deduccion de esta importante constante, se debe
examinar los datos que ocupan lugares extremos de la seriacién, proce-
diendo si es necesario a su eliminacién, por ser de interés tinico, estu-
diar las caracteristicas normales de la variacion de que se trata. Todas
aquellas frecuencias que se presentan mas alla del punto donde el poli-
gono de frecuencias, después de haber tocado a la linea de abscisas
deja espacios vacios, deben eliminarse, es decir, se debe depurar la se-
riacion de todos los individuos llamados erraticos.

De una revisacion del material que empleamos en esta aplicacion a la

* A. N1CceroRro, La misura della vita, 107, Turin, 1919.
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variacion vegetal, como también recorriendo los graficos de las figuras,
notamos que se encuentran en condiciones de aparente eliminacion, to-
das las variantes comprendidas entre 13 y 19 del ntimero de verticilos
florales de Marrubium vulgare, la misma quebrada aparece después de
13 en un recuento de 120 variantes de la misma planta. En la grafica del
namero de bracteas del involucro de la sinanterea Verbesina australis,
vemos una saliente a la altura de la variacion 27. Podemos decir en ge-
neral, salvo estas excepciones y alguna otra que veremos en el curso de
esta exposicion, que estos poligonos raramente dejan espacios vacios,
que son raras las frecuencias aisladas o erraticas y aun de aquellas va-
riantes que levantan de nuevo a la quebrada después de haber tocado el
eje de XX/,

Se puede practicar su eliminacion aunque en si encierre algo de ar-
bitrario ; deberd recordarse que su presencia tiene influencia sobre el
valor de la variabilidad, porque influye mas en el calculo de la desvia-
cion cuadrada media que en la desviacion media simple. Algunas apli-
caciones para varios distintos casos nos llevan a los indices o constantes
de la seriacién total, luego de la serie depurada y contraloreamos como
pueden influir los datos de valor extremo, que parezcan no ser norma-
les en los poligonos.

Operando con estas frecuencias, vemos que la media aritmética poco
se resiente de la extracecion de cifras extremas, dado su pequeino niimero
con relacion a toda la masa. Los datos globales depurados en las seria-
ciones que sospechamos de tener elementos perturbadores los agrupa-
mos en el siguiente cuadro :

CUADRO XII

Comparacion de constantes obtenidas con la serie total y la misma serie
eliminando las variantes exiremas

Cardcter Modo Media Sigma Mediana

Ne de verticilos florales en M. vulgare, 120

VAPIBIRUPE, 1 ciolis Jioh s dleiss svole oy orkiate s 6,244 7,591 2,764 7,142
Serie depurada de las tres tltimas varian-

tes, 113 warianibos. . « s i cajs e oo o oioids 6,163 7,132 2,359 6,809
No de lacinias en los involucros de 4mmi

vienaga, 200 variantes............... 12,967 13,495 1,651 13,319
Serie depurada de las tres tiltimas varian-

tes, 196 variantes . ... ..oy amsaass 13,078 13,372 1,425 13,274
Ne de involucelos en 200 inflorescencias

de Foeniculum vulgare............... 8,760 10,260 3,219 9,769

Serie depurada de las dos tltimas varian-
tes; TO8 FarTambes: oy esien s alan s e 8,774 10,151 3,043 9,692
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Considerando las variantes extremas y observando los resultados que
se obtienen con este cuadro, se nota que las diferencias son sensibles s6lo
en los indices de variabilidad, que es menos evidente la separacién en
las medias y poca en la obtenciéon de la mediana y del modo.

Muchas tentativas se hicieron por conseguir la variabilidad eon una
sola cifra, para lograr un indice de variabilidad absoluta; o un coeficien-
te de variabilidad que lo fuera de la variabilidad relativa: o sea la varia-
bilidad absoluta puesta en relaciéon con uno de los muchos valores de la
variaeion y de entre los que ordinariamente se elige a la media.

Se busco una medida de la variabilidad haciendo la diferencia entre
el valor maximo y el minimo de la variacién (amplitud absoluta de la
oscilacion), diferencia que se relacioné ya con el valor de la media arit-
mética o con el valor mediano M,, o con el grandor maximo del mismo
M,. Asi, llamando M, el valor maximo o medida maxima de la seriacion
y m, el valor minimo, M la media aritmética, se representan las anterio-
res relaciones de este modo : A

Amplitud absoluta de la oscilacion = M, — m,; amplitud relativa de

: M, —m, . M;,—m, . ; J
la misma = ————; 0 bien ——— si se relaciona con la mediana, o
M Mo
M, —m, . 5
—3f— Si se proporciona con el modo.
0

Como la busca de la variabilidad a base de los valores extremos daba
lugar a errores porque no se tenia en cuenta los valores comprendidos,
se penso6 de comparar entre si un grupo de medidas maximas con otro
grupo de medidas minimas, lo que sugirié6 tomar en examen los valores
presentados por los ejemplares que forman el primer 25 por ciento de la
seriacion o medidas minimas, con los que forman el dltimo 25 por ciento
o medidas maximas, colocando en frente de la media aritmética de los
primeros la media aritmética de los segundos: por diferencia entre estas
dos medias, se hallaba la variabilidad absoluta que se indiecaba con la
formula siguiente :

XM, 3Im,
n n”

Por otra parte se tendria un valor de la variabilidad relativa con la
resolucion de la siguiente proporeion :

XM, , I, ;

: 100 .
n n
Se alecanza asi una medida de la variabilidad relativa con un ntimero
que crece en razoén inversa del grado de variabilidad, e indica qué valor
aleanza la media de las cifras minimas, si la media de las maximas se
hace igunal a 100.
Este método, como los precedentes, tiene el inconveniente de operar
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sobre partes de la seriacién de frecuencias y no sobre el total de varian-
tes, no da peso a los ejemplares extremos o lo da prescindiendo de las
otras partes de la seriacion.

Las constantes absolutas de las desviaciones con relacion a la media
aritmética se indican con

aquellas desviaciones hechas con relacion a la mediana o al modo por

2xM,, ; XxMg,
b ——r ) b= ——*
n n

Pero lamas importante de todas las formulas, por ser de mejor utilidad
en el estudio de la variabilidad lo expresa la raiz cuadrada de la desvia-
cién cuadrada media, o sea :

e 4

Estas son las medidas absolutas de la variabilidad o indices de varia-
bilidad y se convierten en relativas, cnando eada uno de estos indices se
pone en relacion con la medida que ha servido para hallar la desviacion,
en cuyo caso se llaman coeficientes de variacion y se simbolizan, respec-
eal e o G
X! 2x =0 ™x y =
M M,, Mg, " M
Il dltimo coeficiente que es el mas usado, se ve bajo la forma

tivamente, con

L Vo= — X 1(
C i X 100
y mide la variabilidad haciendo igual a 100 la media aritmética del carac-

ter ecuya distribucion se busca.

II

LA VABIABILIDAD CALCULADA CON 3

Tifectuando la separacioén (diferencia, error o alejamiento) de cada ob-
servacion, componente de la distribucion de frecuencias con relacion a la
media aritmética, y luego la suma de todas estas desviaciones presecin-

! El indice sigma puede también escribirse

)

i |
ie— 5 3 (x%f)-

-
2

o presentarse bajo la forma :
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diendo del signo, esta suma dividida por el niimero de observaciones es
la desviacién simple media que llamamos e.

Calculando los cuadrados de cada desviacion para hacer después la
suma, que se divide luego por el nimero de observaciones, y extrayen-
do de este cociente su raiz cuadrada, se tendra la desviacion cuadrada
media que es el valor mas usado para medir la variabilidad o dispersion
llamado s, o sea el indice de variabilidad y que es siempre mayor que e.
Un alto valor de sigma indica que las frecuencias son muy dispersas al
rededor de la media, y un bajo valor que se concentran a su al rededor.
Asi, por ejemplo : variabilidad del niimero de involucelos del hinojo Foe-
niculum vulgare, con eliminacion de dos variantes extremas de frecuen-
cias 1 y 1 correspondientes a las clases 19 y 20, se deduce con el si-
guiente cuadro :

CUADRO XIII

s Desviaci(.m Cuadrado de la desviacién
Frecuencia con relacién »
o T i por su frecuencia

Clase 5..... 6 — 5,15 26,52 X 6 159,12

=16, e 12 — 4,15 17,52 X 12 210,24

= T seiic 27 — 3,15 9,92 17 267,84

SR . 21 S Dt 4,62 % 21 97,02

=9, . 24 - 1,15 1,32 X 24 31,68

— 10.5.. 26 — 0,15 0,02 %< 26 0,52

S =EEE 26 , 0,85 0,72 X 26 18,72

=V a2 12 1,85 3,42 % 12 41,04

o 18.es 13 2,85 8,12 XX 13 105,56

— 14.... 12 3,85 14,82 % 12 177,84

— 15 8 4,85 23,52 X 8 188,16

S 16 3 5,85 34,22 % 3 102,66

— 17 4 6,85 46,92 X 4 187,68

— 18. 4 7,85 61,62 X 4 246,48

— 19 1 Satf= 1834,56
— 20 ) |

S (x2f /18:
ceaff 20 195400 s = 3,043,

n 198

es el valor del indice de variabilidad absoluta, obtenido por la raiz cua-
drada de la desviacion cuadrada media. Esta importante constante se-
nalard a la variabilidad relativa, cnando se relacione con la media arit-
mética de la variaciéon, el que se llama coeficiente de variacion y cu-
ya férmula se indica con

donde M es la media.
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Aplicando estas formulas a las variaciones que examinamos se tiene
a los siguientes indices:

CUADRO XIV

Loty V?:bl:;;lllItTd Error 1)mbablerr Vt:;:;:::n'd Error probablu.‘v.
s | BP.= 6745 — - .P.= 40,6745
ke ,/Ln'f) E.P.=40,6745 = C.V.=)—1100 E.P =+ 0,6745 =
Neo de pétalos en Verbesina
QUSRS < < s v iatas s 2,2009 -+ 0,0430 13,4183 -+ 0,2785
Node lacinias en dmmi viz-
RAGA T el 2 1,6516 -+ 0,0825 12,2267 + 0,3801
No de bradcteas del involu-
cro, Verbesina australis.| 2,9400 + 0,0627 14,0454 -+ 0,3054
N° de verticilos florales,
Marrubium vulgare. . . .. 3,9391 -+ 0,0930 50,812 -+ 1,4767
Neo de carpelos en Phyto-
lacca dioica........... 1,0501 4+ 0,2175 9,5238 -+ 0,2019
Ne¢ de nervaduras en Erio-
botrya japonica. . ... ... 3,9690 + 0,0415 19,6555 + 0,2186
No de inflorescencias en
Foewiculum vulgare.....| 38,2190 + 0,1085 31,3840 + 1,1579
No de flores en F. vulgare.| 6,6651 =+ 0,0692 34,7628 + 0,4024
Neo de flores en 4. viznaga.| 10,4850 —+ 0,1785 32,3167 -+ 0,6050
Ne de flores en Conium ma-
culgiam 2 2SS 3,0904 -+ 0,0311 22,7678 + 0,2409
Ne de flores tubuladas en
Verbesina australis .. . .. 17,5127 -+ 0,3746 14,8815 + 0,3859
No de lacinulas en los in- L
volucelos de 4. viznaga.! 1,9875 -+ 0,0339 19,8303 -+ 0,3516

En resumen, los métodos més precisos aplicados en esta investigacion
son los que utilizan a todas las frecuencias de las clases que componen
la seriacion, los que se agrupan asi:

1° Obtencién de la desviacion simple media de la media aritmética;

2° Caleulo de la desviacion cuadrada media de la media aritmética ;
3° Se puede también referir el indice de variabilidad por la desviacion
simple media de la mediana o del modo, y también con una desviacion
que es mediana entre todas las desviaciones (desviacion probable) ; esta
altima es la desviacion mediana entre los valores absolutos de las des-
viaciones, y es aquella cuya intensidad es superada por una mitad de
las mismas y no por la otra;
4° Se puede también calcular la variabilidad con la diferencia media.

! Mis adelante explicaremos este valor y su importancia.
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CUADRO XV

Variabilidad por la desviacion simple media, por la desviacién cuadrada media
y por la desviacién simple media de la mediana

Caricter

Desviacion
simple media
de la media

Desviacién
cuadrada media
de la media

Desviacién
simple media
de la mediana

4 M =0,7979¢
n

a;-j:méﬁca, ariﬁﬁca ifM 0,79795
;—LM=e l/mfnlz,, w® e
Carpelos en las bayas del
OmMBIL s il s e - semists vae 0,754 1,050 0,852 0,838
Involucelos en el hinojo .. 2,546 3,219 2,634 2,561
Lacinias en los involucros
de VIZDAER . . . - < s aois oo 1,198 1,652 1,143 1,316
Verticilos florales en la mal-
RiTubIAnSL. . ot 2,188 2,769 1,980 2,208
Flores en las umbelas de la
AT/ T Y T R B O 8,421 10,485 8,480 8,365
Hojitas en las lacinulas de
186 WAZDAGR. « s o vetsaie 001 1,754 2,103 1,688 1,617
Verticilos florales en malva
rubia, 408 var......... 3,060 3,939 2,924 3,142
Flores liguladas en el mira-
SOlOAtoSR .t . Rl 2,638 2,200 1,743 1,646
Nervaduras en las hojas de
nispero (lado derecho). . 3,064 3,875 3,089 3,091
Flores en los involucelos
delthinpjal ... . . S el 5,432 6,665 5,503 5,318
Nervaduras en las hojas
simples de nispero ..... 3,062 3,969 3,121 3,166
Flores en las inflorescencias =
derclontaly s, . .« otk 2,488 3,090 2,432 2,465
Bricteas en los involucros
de mirasoleito ......... 2,336 2,940 2,372 2,345
Nervaduras en las hojas de
nispero (lado izquierdo). 3,046 3,871 3,168 3,088
Total de nervaduras en el
HOFRML I S o . - 2 s s 2,531 3,079 2,543 2,456
Nervaduras en las hojas de
nogal (lado derecho).... 2,515 3,069 2,528 2,448
Nervaduras en las hojas de
‘nogal (lado izquierdo) .. 2,547 3,087 2,560 2,463
Lacinulas en los involuce-
los de viznaga......... 1,635 1,987 1,589 1,684
Flores en los verticilos de
malva rubia........:. A 11,024 13,752 11,033 10,972
REV. MUSEO LA PLATA. — T. XXIX 17
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Las relaciones entre la desviacion simple media e y la desviacién cua-
drada media s en las distribuciones simétricas o moderadamente simé-
tricas, son las siguientes: la desviacion simple media con relacion a la

media aritmética es vecina a — del valor de la desviacion cuadrada y por
5

esta relacion e = 0.7997s.
Recorriendo los valores del cuadro anterior y deduciendo la relacion
de que se habla, se tiene con algunos ejemplos las siguientes cifras :

CUADRO XVI

4

36 e
Seriacion XIII...... 5,332 5,432
— ) 1] 0 RS 3,175 3,062
- L o 2,472 2,488
=RV : 3,525 2,336
- WG eie o ool 3,096 3,046
! e T i 1 T 2,463 2,531
| — VLR 2,452 2,515
i — 1538 A 2,468 2,547
= U QR 1,588 1,635
- B 1) R | 11,000 11,024

En otros casos los valores no se aproximan tanto por tratarse de cur-
vas asimétricas. '

[IT

1 -

Li’l VARIABILIDAD DEDUCIDA CON LOS CUARTILLOS

Enuna distribucién simétrica de frecuencias Q, — Q, = Q; — Q,, sien-
do Q, la deiana, Q, el cuartillo inferior y Q, el superior. La diferencia
Q. —Q, puéede ser considerada como una medida de la variabilidad.
Pero teniéndose en las distribuciones que no son simétricas dos diferen-
cias que soﬁ; desiguales se caleculari Q“—:—@'

¥ { -
Q;, —Q.
Q; + Q.
tillos, y esta oscilaré entre cero y uno.

Las férm¢1as anteriores explican como pueden aplicarse los cuartillos
para la medida de la variabilidad ; ahora bien, como el cuartillo inferior
separa el primer cuarto de frecuencias de la distribucién y el cuartillo

a lo que llamarase v. La

dar4 idea de la variabilidad relativa deducida de los cuar-

razon
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superior el ltimo cuarto, una mayor o menor distancia de los cuartillos
a la mediana, dara una idea de la mayor o menor dispersion de las varian-
tes. Por consiguiente, la semidiferencia de los cuartillos podra dar una
medida de la variabilidad absoluta ; porque estos tres valores: cuartillo
inferior, mediana y cuartillo superior, muestran los caracteres principa-
les de una seriacion concentrando su expresion en tres nimeros.

Calculando la relacién entre la diferencia de los cuartillos y la suma
de los mismos, se podra tener una idea de la variabilidad relativa de la
variacion vegetal estudiada; relacién ésta que dard siempre un valor os-
cilante entre O y I y que crecera empezando por cero con el crecer de la
variacion !. '

Midiendo la variabilidad de algunas de las series con el coeficiente
explicado se tiene el siguiente cuadro de resultados numéricos :

CUADRO XVII

Cardcter g:+g~: =
No de involucelos en las ufubelas de Foeni-| 12,33 — 7,47 i 4,86 — 0.2454
culum vulgare, 200 variantes......... 12,33 + 7,47 19,80 .
N¢ de nervaduras en las hojas simples de| 22,75 — 17,58 ot 4,17 — 0.1033
Eriobotrya japonica, 1890 variantes ...| 22,75 4 17,58 40,33 :
No (.le flores en las inflorescencias de Co-| 16,07 — 11,64 Ls 4,43 — 0.1598
nium maculatum, 2242 variantes...... 16,07 4 11,64 27,71 :
No (.le brdcteas en los involucros de Verbe-| 22,63 — 18,33 = 4,30 — 0.1049
sina australis, 500 variantes.......... 22,63 4 18,33 40,96 (
No de nervaduras en las hojas com};uestas 18,67 — 14,54 ne 4,13 0148
de Juglans regia, 2100 variantes. .. ... 18,67 + 14,54 33,21 ’
No (}e lacinulas en ]f)s involucelos de Ammi| 11,22 — 8,02 X 3,20 — 0.1663
viznaga, 769 variantes......... L Al 11,22 + 8,02 19,24 ¢
Ne de vert?cilos .ﬂorales en Marrubium vul- 9,14 — 5,07 A 4,07 — 0.2864
gare, 408 variantes ................. 9,14 + 5,07 14,21 4
v

LA VARIABILIDAD OBTENIDA DEL PRIMER Y SEGUNDO MOMENTO

El valor que da la variabilidad por medio de sigma, puede obtenerse
rapidamente calculando el primer y segundo momento de las frecuen-
cias alrededor de un origen arbitrario de las desviaciones, del cual des-

' A. E. Bowrey, Elements of Statistics, pagina 136, 3% edicién, Londres, 1907.
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pués se deducen (el primer y segundo momento) alrededor de la media.
Con el mismo método se obtiene simultdneamente la media aritmética
de la distribueion.

El primer momento al rededor del origen arbitrario se encuentra con

y -

4 (yf); el segundo momento con v, = =y

n n
las desviaciones (— 1, — 2, — 3, ..., 1, 2, 3), con referencia a un origen
arbitrario (cero) 0, que se puede elegir fijandolo en la clase de nume-
racion mas densa y f las frecuencias de cada clase. El primer momento
al rededor de la media es dado por y, =0, el segundo momento por
pa =v, — v,% El promedio aritmético de la distribucion de frecuencias
serd dado por M =y, }-v,, donde v, es el valor de la clase que ha servido
de origen arbitrario. La dispersién o variabilidad se tendra con I’/p:, o sea

en los cuales y representa

ke

1

o=, — v,

Hagamos una aplicacion :

CUADRO XVIIL

Fariabilidad del mimero de involucelos en las umbelas de « Foeniculum vulgare »
Familia de las Umbeliferas

Frecuencia z uf v
Clase 5....... 6 — 5,26 — 30,56 166,00
g Ty 12 — 4,26 — 51519 217,77
P e 27 — 3,% — 88,02 286,94
LR 21 — 92,26 — 47,46 107,26
e L 2 21196 — 30,24 38,10
O T 26 — 0,26 =% 6,76 1,74
e 26 0,74 19,24 14,24
SRR DY e 19 1,74 20,88 36,33
e Ll lene 13 2,74 35,62 97,60
- e 12 3,74 44,88 167,85
e Ly 8 4,74 37,92 179,74
T s L) 3 5,74 17,22 98,84
T A 4 6,74 26,96 181,71
L R 4 7,74 30,96 239,63
LT e 1 8,74 8,74 76,39
ke OB L 1 12,74 12,74 162,31

—

== _ 4 0050
n
= (y)
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Media = 10 -~ (0,0050 X 1) = 10,005 %: 0,1667

¢ =1/10,3624 — (0,0050)* | 0,1667 = 3,2448
OV = M 100 = 31,384.

Calculando los momentos al rededor del origen arbitrario que elegi-
mos fijandolo en la clase 10, y teniendo en cuenta que el médulo d =1,
se tendran los valores indicados para v, y v,, de donde se deduce el pro-
medio 10,005, el indice de variabilidad 3,2448 y el coeficiente de varia-
cion 31,384.

Todo lo que se ha explicado es de buena aplicacion en las distribucio-
nes cuyo modulo es la unidad, porque en el caso de que el médulo no
fuese 1, se deberd tener presente su amplitud, y de este modo la media
es M =y -1 v,d, el indice de variabilidad = d}v, — v,* con el cual se

usara el término de correccion 19’ y con esta relacion, el segundo mo-
-

mento se vuelve, para los casos indicados en la expresion :

1
e — l:"z e E} dg?
de donde resulta :

: 1 ¢ 1
gi=— l/{vz il —I;J (i dVvZ — v, —E‘.

Disponiendo de estas férmulas para el caleulo de la variabilidad, obte-
nemos el siguiente cuadro de indices : i

! La media y el valor de sigma siempre por las constantes », y v, se hallardn rdpi-
damente con la ayuda de los logaritmos, se tiene con las notaciones siguientes :

log », = log = (yf) — log n log v, =log = (¥*f) — logn

log 7 = ; log s,
3

no olvidando que
—_— g 3
‘U.ﬂ = JS > e )‘ >
de donde

e

[, y ‘s = N (log »,) — N (2 log »,) — [0,0833]

a—
x = o X i
cnando se quiera introducir la correceién T 0,0833;

lop'G. V. =

K| =

log #, — log M.

(G. B. DaVENPORT, Statistical methods, 2* edicién, pdgina 17, New York.)
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CUADRO XIX

Caricter E(‘.;/f) ‘:(I;"f) o Ves ,=‘/ @)
o B R Ty n
Ne de carpelos de Ph. dioica. ..| —0,225 1,1027 1,051 1,025 1,050
No de involucelos en inflores-

cencia de F. vulgare........ 0,0050 | 10,3624 | 10,362 3,244 3,219
No de lacinias en 4. viznaga. . . 0,00 2,7280 2,728 1,651 1,651
Neo de flores en involucros de 4.

VEERAGET s il it Tt s e 0,1698 | 109,9497 | 109,919 | 10,484 | 10,485
No de hojitas en las lacinias de

A RERAGE o 5 porens v inlhs isagn s sis 0,0024 4,4227 4,4227 2,103 1,987
No de verticilos florales en A.

LT 7 R R L R i S 0,0009 | 15,5172 | 15,5172 | 3,939 3,939
Neo de pétalos en V. australis. . . 0,8697 4,8457 4,0893 2,022 2,200
No de nervaduras, hojas simples

de E. japonica (lado der.). .. 0,0016 | 15,0209 | 15,0209 | 3,897 3,875
Ne de flores en V. australis....| —0,3934 | 306,8494 | 306,6947 | 17,5612 | 17,512
No de flores en F. vulgare . .. .. —0,1596 | 44,4240 | 44,3993 | 6,663 6,665
No total de mervaduras en E. :

Japomear, e hl ek s I S 0,0013 | 15,0374 | 15,0374 | 3,877 3,969

Bastan estos ejemplos para dar una informacién completa sobre las
relaciones que tienen entre si el primero y segundo momento con el
indice de variabilidad, y de la proximidad, sino igualdad, de los valores

obtenidos entre

Vs

METODO RAPIDO PARA DEDUCIR LA VARIABILIDAD

v

/

Z (@)

n

Se ha sugerido un método rapido para hallar la variabilidad y con un
primer examen de la distribucién de frecuencias, dar con la media y el
valor de sigma; este método importa conocerlo por ser de 1til aplicacion
en biologia animal y vegetal. Después de haber contado un cardcter en
numerosos ejemplares homogéneos, se disponen en orden del valor de
sus clases y frecuencias. Se eligen dos clases que separen a la distri-
bucién asi ordenada en tres partes que sean casi iguales por el niimero
de individuos, la media aritmética de la suma de esas dos clases dard
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con aproximacion la media del grupo entero, y la relacion entre la me-
dia asi obtenida disminuida de la méas pequeiia de las medidas, con la

constante 0,43, dar4 un nimero cercano al valor de sigma, asi :
Sean T, y T, los valores que separan en tres partes las frecuencias
M—T,

———— — sera el indice de variabilidad,
0,43

dispuestas en orden sucesivo;

@
donde M es la media aritmética de T, y T, y 0,43 es el valor de 4 -,

G
siende « la desviacion de la media, o sea el valor en el cual el drea de la
curva normal de distribucién incluida entre dichos dos limites, com-
prende a un tercio del drea total. .

Tomemos un ejemplo : Namero de verticilos florales en Marrubium
vulgare, 113 variantes recogidas al azar en el campo :

Tenemos que el primer tercio de 113 es igual a 37,60, recontando en
las frecuencias hasta lograr este valor, caerd en la clase mas o menos en
6,65 éste seria T,, signiendo el recuento, es decir, agregandole a las fre-
cuencias contadas el segundo tercio de 37,60 vamos a dar en la clase
8,60, aproximadamente este seria el valor de T,; luego

T, - T5=—16,66-- 8,60 —15,1b; 16,1 b= 7bi;
7,57 es la media; ahora :
7,67 — 6,66 —=1,02; 1,02 3 0,43 = 2,37.

El indice de variabilidad aproximado obtenido con este método rapido
es 2,37, Hallando sigma por la desviacion cuadrada media tenemos 2,36.

Clase Frecuencias

3 1
4 12
5 11
Pl=lig 24
7 21
8 18
. g 10
10 7
11 4
12 4
13 1
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VI

ERRORES PROBABLES

Si se mide muchas veces un mismo objeto, los resultados de tales me-
diciones u observaciones representadas graficamente, se disponen segiin
una curva que es la llamada curva de los errores, o sea el limite al cual
tiende el poligono obtenido desarrollando el binomio (p -F ¢)™, cuando
el exponente m se haga siempre mds grande y p = ¢. En una gran can-
tidad de medidas, calculando las separaciones o diferencias entre cada
medida y la media de todas ellas, se tendran otros tantos valores, o fre-
cuencias, o desviaciones, o errores,y aquel error que no es excedido por
la mitad de los casos, pero que lo es por la otra mitad, es el error media-
no0, 0 error probable, o desviacion probable, o desviacion de la mitad de
los casos.

En una distribuciéon normal o curva de los errores, en la cual la me-
dia coincide con la mediana, tal desviacién probable corresponde a la
distancia que existe entre la mediana y el cuartillo. Esa distancia
abraza el 25 por ciento de los casos arriba y debajo de la mediana, con-
globando la mitad de las frecuencias de la distribucién. En fin, una se-
rie de errores dispuestos en orden de grandor absoluto y donde cada uno
de estos figura tantas veces cuantas realmente se presentan, aquel error
que viene a colocarse exactamente en la mitad de la serie es el error
probable.

La comparaciéon por medio de las constantes que hemos agrupado es
el objeto de la bioestadistica o biométrica, que reduce grandes masas de
observaciones a algunos pocos valores que la describen y que facilitan
su estudio con otras masas de observaciones; hechas ya sea en la mis-
ma especie en tiempos distintos, o con especies afines y aun diferen-
tes. Pero al examinar estos valores: media aritmética, valor mediano,
variabilidad, ete., y al constatar que para dos masas de observaciones
comparadas existen diferencias, puede surgir la duda sobre el grado de
fe que se le debe dar al valor obtenido, y es asi como del edlculo de pro-
babilidad deriva la posibilidad, de buscar para cada constante su error
probable ; de manera que cada indice biométrico pueda ser acompaiiado
por un valor que indique el grado de atendibilidad o de fé que merece.
La busca de los errores probables es también objeto del método que apli-
camos, siendo de una importancia esencial su obtencién, para la inter-
pretacion correcta de las comparaciones entre las variaciones de los ca-
racteres.

Con esta explicacién agrupo a continuacion las formulas aplicadas y
que amplian esta informacién bioestadistica :
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Error probable de la media :

By = 0,6745

Error probable de la mediana :

Epng = 0,8454 =
S Jn

Error probable del indice de variabilidad :

(o)

E, = 0,6745 7.

Error probable del coeficiente de variacion :

1
O.V. C.V.\*P
= 745 1-4-2
ook TR J2n [ ; (100)} ,
Q.V.
error éste que se obtiene sélo con 0,6745 Von cuando el coeficiente es

mas pequeiio del 10 por eiento.
En fin, el error probable de la diferencia entre dos medias de un
mismo cardcter con :

Es= VEp,2 + Ep,ga

férmula en la cual E, y E,, son, respectivamente, los errores probables
de las dos medias, lo que también se puede calcular bajo la forma

L
Oy
A

7
N, Ny

~ 2
Y3
.

Bo=0,6745

He hecho los recuentos de las nervaduras por los lados derecho e
izquierdo de las hojas compuestas del nogal, Juglans regia, y también
para ambas posiciones en las hojas simples del nispero, Eriobotrya ju-
ponica; para disponer de un mismo cardcter en una misma especie, pe-
ro que ofreciese a la investigacion posicion diferente, y con ellos, ya
que hemos explicado la teoria de los probables errores, examinare-
mos el error medio de la diferencia media de un mismo caracter en una
misma especie o variedad, para lo cual haremos la siguiente demos-
tracion : -

El ntmero de nervaduras por el lado derecho en K. japonica tie-
ne por valor medio 19,784, el indice de variabilidad ¢, = 3,875 y
el nimero de variantes es 990; por el costado izquierdo este carac-
ter tiene en la misma especie la media de 19,798, con un sigma
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igual a 3,871. La diferencia media de un caracter se obtiene asi:

ot /3,876  3,871*
ooiuirie 990

= 0,67450,015 + 0,0151 = 0,67450,0302.

Por consiguiente B, — 0,1146, siendo la diferencia entre las medias de
este caracter 0,014.

Otro ejemplo : el niimero de nervaduras en las hojas compuestas de
Juglans regia para la derecha tiene por media 16,508, ¢ = 3, y
‘n, = 1050, y a su izquierda la media es 16,624, c == 3,087 y n. = 1050,
substituyendo, resulta lo siguiente :

Es=-40 6;45‘/'

G2 /3,069*  3.087:
Eq;=0,6745 2 —0,6745)/ — L — =
f , +ng IR0 3050 T 1050

= 0,67450,0089 - 0,0090 = 0,6745]/0,0179 = 0,087,

siendo la diferencia entre las medias 0,116.

Obtenidos estos resultados, razonamos asi: si la diferencia entre
los promedios, que en el primer caso es 0,014 y en el segundo ejemplo
0,116, es mis grande que su error medio dos, tres y mas veces, se puede
admitir que las dos medias empiricas son cada una la expresién de un
promedio abstracto. Practicadas estas operaciones, se ve que la diferen-
cia entre las dos medias no es mis grande que su error medio, siendo
estas diferencias, en ambos casos, puramente accidentales; lo que, en
realidad de verdad, tratdndose del cardcter que consideramos, separa-
do simplemente por la posicién que ocupa en el 6rgano de la hoja, no
puede ser de otro modo.

Si hiciéramos esta investigacién con la constante biométrica llamada
probable diferencia, entre dos medias A, y A,, en las cuales los errores
probables E, y E, son conocidos, es decir, hallarla por la raiz cuadrada
de la suma de los cuadmdos de los errores probables, asi: probable dife-
I3,* + E,* se consiguen los resultados siguientes :

CUADRO XX
Error p - Error .
Media Sigma, i lele: el,;:ms i Tml*r‘,:':o;l'el
R de la R de la g
2 medias . . probable
media diferencia
Cardcter VI...... 19,798 3,871 0,082
4 0,116 0,348
— XVIII..| 19,784 3,875 0,083 i d ¥
— VI, x| | 16,508 3,069 0,063
11 0,089 0,267
B . P, 16,624 | 3,087 0,064 Shtty ' :
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El error probable de la diferencia es mayor que la diferencia de las
medias, lo que comprueba lo anterior, de que causas puramente acciden-
tales originan pequeiias diferencias entre las medias consideradas, desde
que no son sino medias de posicion. X

Calculando para cada media el triplo de su error probable y luego
agregandolo o quitandolo a la media, se pueden hallar con este valor los
limites alto y bajo de cada media; si estos limites se mantienen indepen-
dientes entre si, prueban de que nos hallamos en presencia de sistemas
diversos de observaciones, siendo las diferencias significativas y esto es
lo que no pasa en la anterior aplicacion.

Se ha visto como se obtiene v, y v,, del mismo modo se halla v, y v,,
por medio de estos cuatro v se buscan p,, y, ¥y ;. Para estos p. se puede
caleular, asimismo, sus errores probables asi :

) 6

B, = 0,675 l/ = By, = 0,675° | =
ol

Y para

By, = 0,674 Vg(’

.

n

Como las diferentes féormulas de la teoria estadistica se hallan inti-
mamente ligadas; es necesario, antes de entrar al analisis de los diagra-
mas, completar el examen de la variabilidad con los cuatro momentos al
rededor de la media, lo que nos conduce a obtener, como ya se ha visto !,
las constantes correspondientes a las dispersiones de los datos y de la

.

* Tratdndose de diagramas asimétricos, se puede tener esta constante de la asime-
tria por medio del cubo de las desviaciones. El valor g, es el tercer momento al
rededor de la media, y aquel valor al rededor del origen arbitrario de las desviacio-
nes lo da la férmula

s @°f)
b S e
<¢ste conduce a
Cy— s % 3’1’: s 2’13

para el caso de ser el médulo del valor de la unidad, y
py=[r; — 3,2, + 2] &,

cuando el médulo tenga mds unidades o fracciones.
Si los niimeros son muy altos, también aqui puede ser facilitado su hallazgo por
medio de los logaritmos, asf :

log v, = log X (y°f) — log n;

1, = N (log v,) — N (log 3 + log v, + log v,) + N (log 2 4 3 log »,).

Del mismo modo como se calcula el tercer momento al rededor del origen ar-
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asimetria, completando asi los indices sefialéticos que mantienen la uni-
formidad de esta aplicacion, con los resultados ya obtenidos en la bota-
nica, por una pléyade de investigadores, de cuyos trabajos no podemos
sino dejar esta breve constancia, pero que daran motivo a otras publi-
caciones, para las comparaciones de importancia fitoestadistica.

Al prineipio de este capitulo habiamos hechouna investigacién sobre
la influencia de las variantes extremas en la obtencion de las primeras
constantes como ser la media y sigma, ahora en un cuadro hacemos la
misma investigacion con los dos grupos de momentos que hemos expli-
cado, con la relacion entre los momentos y con la funecién eritica, obte-
niendo los siguientes resultados:

bitrario y al rededor del promedio, asi se hace también con el cuarto momento

o W'f)

% n

al rededor del origen arbitrario y
——n o o, g &
By =, 4)113 - 6;’ o 311

con relacién a la media para el caso de valores distribuidos con un médulo del

valor de uno.
Si la amplitnd del médulo fuera mayor, se aplicard la siguiente férmula :

B 1 (]
[P l’t = 4"173 5 67|-7s == 3"'1‘ = 5 oy = 71,) + m] at.

Por medio de estos cunatro momentos al rededor del promedio se calculan

los cuales conducen a la funcidn critice ¥ que determina, de acuerdo con ciertos
valores, el tipo de curva que puede representar analiticamente a la distribueion ; la
férmula de esta funcién es :

U5 8, (Bs I 3)

T4 (48, — 3R, (28, — 38, — 6)

4

Segtin el valor de F' y, en algunos casos, de 3, y de £2,, la distribucién empirica de
frecuencias }iodr(m ser representada por una de las seis curvas de Pearson o por la
curva normal. Por consiguiente, 12, y ¢, son también constantes de primer orden y
es, asimismo, un indice de gran valor F.
Del mismo modo
g = ¥ — 693 + 109,29, — 109, %, 44,5
y

e Eo %, ool N TR W
e =% 6y, - 169, 20v,%s; + 159, %y, 9%,

para variantes integrales o discontinuas y

e [:73 — 59,9, + 1092, — 109, + 45,5 — %MJ @, ete.,

para variantes continuas.
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Como se ve, en los dos grupos primeros y en los dos tltimos, la fun-
cion eritica presenta valores que son comparables por ser sus cifras ne-
gativas ; pero el grupo del medio del cuadro anterior, por su valor bajo
y alto a la vez, puede variar la interpretacién ; lo que comprueba que
las variantes extremas si no se tienen en cuenta influyen mas adelante
cuando se hace el examen profundo de una seriacion.

CAPITULO III

CLASIFICACION DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS
EN SUS DIFERENTES TIPOS DE CURVAS

Antes de hacer la aplicacion general de estas féormulas, creo oportuno
reunir en un cuadro la variabilidad de los caracteres que tratamos, acom-
paniados del ntimero de variantes, de la media serial. la posicion del
modo, la variabilidad absoluta: por la raiz cuadrada del segundo mo-
mento, por la raiz cuadrada de la desviacién cuadrada media, por la re-
lacion entre el primer y segundo momento al rededor de un origen arbi-
trario, y el coeficiente de variacion.

Con todas las relaciones que hemos expuesto en el capitulo anterior,
llegamos a un cuadro de valores expresivos que nos permiten hacer la
separacion de los diferentes tipos de curvas; de sus disposiciones simé-
tricas o de la excentricidad y, en fin, sobre algunas consecuencias que
presentadas con anticipaeion, en el capitulo correspondiente a la varia-
bilidad y a los indices, son ahora objeto de un examen biométrico un
poco mas detenido.

En la variacion del nimero de carpelos de las bayas del ombua Phyto-
lacca dioica L. (ecuadro XXIII), el valor de 3, =0,00448, el de 3, es
3,04612 y el de la funcion critica I' = 0,04268, en este caso F y 3, pue-
den ser considerados iguales a cero y {3, =3, reune la condicién de la
curva normal y como tal la tratamos en el capitulo siguiente.

El ntmero de umbelas en las inflorescencias de Foeniculum wvul-
gare Mill., tienen por valor de 3, =—0,569471, de (2, =3,56582 y de
F=—0,78716. I¥ es menor que 0, condicién que la encierra en el tipo I .

! La interpretacion de los diferentes tipos de curvas se hace de acuerdo con la
funcién eritica, una vez obtenido su valor y el de las relaciones entre los momentos
que lo expresan.

Ecuaciones de curvas a que corresponden Valor de I®

@
Pipo THE o=k y=y, (1 A :f) e 9 F =
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Igual razonamiento se puede hacer con la seriaciéon del ntmero
de nervaduras en las hojas de Eriobotrya japonica Lindley, donde
£, =10,00320, (B, =2,997567 y F = — 0,16610, la condicién tltima nos
dice que es una curva asimétrica y estariamos obligados a tratarla como
del tipo I. Si a esta seriacion de frecuencias aplicisemos la antigua f6r-
mula de la funcién critica

nos da F=10,01401, 3, =0,00296 y {,=—2,99742, lo que colocaria a
esta distribucion en el caso de la curva de los errores accidentales o
curva normal. Se ve, pues, como se aproximan entre si un tipo de osci-
lacién con otro, no siéndonos posible hacer de ellas una separacién neta,
fenomeno ya estudiado y que ha recibido su interpretacion en la litera-
tura biométrica.

Con el namero de flores simples en los involucelos de Foeniculum
vulgare, la aplicacion de la féormula primera de la funcién critica da
F= —0,002777, que es un valor menor que cero, $, =—0,01180 y
%, —2,85779, lo que hace que este poligono de frecuencias quede ads-
crito a una curva del tipo I.

Ecuaciones de curvas a que corresponden Valor de F
qa
BipoaVL. ik - y =y, (@ — ™ F>1y<oo
Tipo. Vioa « =3 « y=1y, Pe ® F=1
b o7 13 ) A y =1y, cos6>™e"" donde tang? :; F>0y<1
n 1 '
Curva normal. y= iz A =10 8—10, 6,38
L -y —
e&c‘
22\™
Ripe FIG . .n.. . y:yq(l—T,> B =10, —0, g, 00 =3
2\ 2\
0y T) A e Y= (1 e l_) (1 — l_> =)
1 2

(K. PEARSON, Mathematical contributions, etc., X; Supplement to a memoir on skew
variation, Phil. Trans., A, CXCVII, pdginas 443-459, diciembre 29.)

1 Esta férmula de la funcién critica ha sido muy aplicada y segin ella la clasifi-
cacién de una curva empirica depende de los valores de F.

s & 2 { 2, >0, la curva es del tipo I.

Guando ¥ eaipasiaviiy é B, =0, g, < 3, la curva es del tipo II.
{ By >0, g,=3, la curva es del tipo III.
? £, =0, 2, =3, la curva es normal.
Cuando F esnegativoy - 2, >0, g, > 3, la curva es del tipo IV.

Cuando F =0y
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El ntimero de bracteas de la compuesta Verbesina australis (Hook. et
Arn.) Bak., da para 3, =0,04706, ?,=2,93774 y F = — 0,13446; lo
que obliga a tratarla también como curva de este tipo. Tan pequena es
la asimetria en esta distribucién, que ocurriria una superposicion de
tipos, si nos fuera admitido usar esta palabra en sentido general, porque
aplicando a este caso la formula

F, = 2@, — 38, — 6,

da lo siguiente : F = 0,26570, , = 0,04706 es mayor que ceroy (3, < 3,
siendo (3, =2,93774, se debe, por lo que se ve, considerarla del tipo I;
y también se le pueden aplicar las relaciones de la curva de Gauss o de
los errores accidentales, y aun es posible ensayar las formulas del tipo
II. Dejaremos todo esto para més adelante, en el capitulo siguiente,
donde se tratarin, con la requerida detencion, estos diferentes tipos de
distribuciones.

Hemos expuesto sobre la importancia que existe en bioestadistica de
que no basta comparar solamente con las medias, sino también observar
cual es la dispersion de los datos; y como el error medio de una media
aritmética es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del ntmero
de observaciones y directamente proporcional a la dispersion de los mis-
mos; siendo ¢ la dispersion o indice de variabilidad y » el nimero de

g

observaciones, la relacién V: dard el error medio y con €l, el grado de
n
seguridad de la media. Por ejemplo : el promedio del nimero de flores

en 783 umbelas de Ammi viznaga es 32,429, el error medio es 0,252;
esto significa, aplicando la formula anterior :

que esta cifra sumada o substraida a la media obtenida
32,429 - 0,262 —32,681; 32,429 — 0,252 = 32,177,

nos da para uno y otro extremo de la seriacion, los limites probables.
dentro de los cuales la constante llamada media oscila.

Recorriendo -la serie de errores probables de los promedios, se nota
que las oscilaciones que producen no afectan al promedio sino en sus.
cifras decimales y que se mantienen entre valores bajos.

Un importante indice que también hemos calculado es la llamada.

‘)-
desviacion extrema con la férmula 3 |/ —; con cuya medida se indica que
"

la verdadera media se encuentra entre una oscilaciéon que comprende a
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uno y otro lado de la media empirica a dicho valor; esta determinacion
tiene su importancia para las comparaciones entre los promedios obte-
nidos sobre un mismo caracter, en dos especies o variedades diferentes,
en cuyo caso se opera con

/95,2 26,2
D=3‘/ Bt

n,

y se comprueba con esta formula si las diferencias encontradas entre
dos promedios no son accidentales.

Finalmente, presentamos en el siguiente cuadro XXIV un con
junto de constantes que se refieren a la variabilidad, compuesto a
base de los precedentes, pero confrontando cada distribucion con sus
respectivas medianas y cuartillos, que informardn sobre los propoésitos
generales de esta investigacion.

CAPITULO 1V

ASIMETRfA O EXCENTRICIDAD DE LOS POLfGONOS DE FRECUENCIA

Teniendo presente los diferentes indices que en el capitulo anterior
hemos tratado podemos ahora considerar la asimetria, empezaremos por
ver a esta medida con la formula grosera o empirica siguiente :

. M~-0

g

a ’

en la que M es la media, O la ordenada maxima y sigma el indice de
variabilidad.

Llamando o el grado de asimetria y aplicando la primera férmula, si
la media es menor que la ordenada méixima se tendra por resultado un
namero negativo, que indicard asimetria negativa, o sea proyeccion de
la curva hacia los valores mas bajos: y habra proyeccion hacia los va-
lores altos cuando la asimetria es positiva. Por dos veces se obtiene
signo mnegativo, siendo los demds valores de o positivos. La asimetria
correspondiente al numero de umbelas de las inflorescencias de Foeni-
culum vulgare alcanza a 1,01242.
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CUADRO XXV

Asimetria. Valores de =

M—0
Caricter

Umbelas en las inflorescen-
cias de F. vulgare «c.. «.. 1,01242 | 0,59471 | 25,87975 | 10,26 7 | 3,219
Nervaduras en las hojas de

B -JaPORREA.: . - v 'sctie sorvimhin 0,19072 | 0,00296 | 3,23567 | 19,740 | 19 | 3,88
Flores en las inflorescencias

de C. maculatum,......... —0,18300 | 0,01180 | 9,38060 | 13,440 | 14 | 3,090
Brdeteas en involucros de V.

BUSTRALIS oo . - voia o5 AE 'S 0,31700 | 0,04706 | 5,96213 | 20,932 | 20 | 2,940
Nervaduras en hojas de J.

L e R T S —0,14090 | 0,00004 | 0,23674 | 16,566 | 17 | 3,079
Lacinulas en involucelos de

A CBWAY R < « + 5 s s 0 s srars 0,01006 | 0,00008 | 0,45786 | 10,02 | 10 | 1,987
Verticilos florales en M. vul- :

GAVE a0 vl « < bios s Sabls 0,19137 | 0,51159 | 43,76202 1,154 7| 3,939

La relacion entre los momentos 2, da también una medida de la asime-
tria, siendo alta en un sélo caso con 0,569471 correspondiendo al mismo
cardcter anterior. El tercer momento v, puede también expresar una
medida de esta constante, que resulta alta una sola vez 25,87975; en
todos los demas casos la asimetria deducida con cualquiera de estas
relaciones se mantiene entre ligera y ligerisima, coincidiendo la inter-
pretacion de los resultados obtenidos.

Generalmente el concepto de indice y coeficiente de asimetria en la
distribucion de una variacion, se deduce del conocimiento de la media,
de la mediana, del modo, de los cuartillos y también de los cuatro mo-
- mentos al rededor de la media. Las variaciones pueden disponerse en
modo mas o menos simétrico o mas o menos asimétrico. Se puede dar
una medida de su asimetria sea absoluta con un indice de asimetria,
como relativa usando el coeficiente de asimetria.

Las seriaciones de frecuencias que examinamos son continuas, cerra-
das, unimodales y plurimodales. Las distribuciones unimodales aten-
diendo a los resultados del cuadro precedente, nos han proporcionado
curvas simétricas y mas o menos simétricas o fuertemente asimétricas.
La media aritmética, la mediana y el modo que hemos tabulado casi
nunca coinciden, y cuando lo hacen, comprenden el caso de seriacion si-
métrica, es decir, que las variantes estdn igualmente distribuidas alre-
dedor de la ordenada méxima, la que a su vez cae sobre el valor que da
con la media y la mediana. En este caso la ordenada biparte el poligono
en dos divisiones iguales.
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El caso tipico de una seriacion simétrica es aquel que se obtiene des-
arrollando el binomio (p - ¢)™, cuando p es igual a ¢ y el exponente m
se haga siempre més grande. Esta distribucion lleva el nombre de curva
de Gauss, se le llama también curva binomial o normal, se le denomina
inexactamente curva de Quetelet y es conocida por curva de los errores
accidentales.

Un ejemplo; aunque es muy dificil hallar en la naturaleza una curva
que llene todas estas condiciones, lo daria la seriacion del nimero de
carpelos en las bayas de Ph. dioica, en cuyo poligono lamedia, la media-
na y el modo casi se superponen, cayendo la media en 10,774 4 0,030 ;
el modo tedrico obtenido por medio de (3 X mediana — 2 > media) da

282, la mediana es 10,610 4~ 0,0385, cifras que son muy proximas en-
tre si. Las frecuencias ascienden por un costado y por el otro descien-
den, pudiéndose por estas razones considerarla como una de las curvas
més simétricas, es decir, comprenderla como un fenémeno de distribu-
cion gaussiana, o normal, llamada asimismo propiamente binomial.

Pero lo mas frecuente en estas distribuciones es que la media, la
mediana y el modo no coincidan, en cuyo caso la seriacion es asimétrica;
las distancias entre la media y el modo o entre la media y la mediana,
daran la primera impresion de este factor.

Permutando entre si estas constantes y deduciendo sus diferencias,
se acusara un cierto valor que dard idea de la excentricidad de una se-
riacion, asi: M. — Mg,, M o M,. son medidas absolutas de la asimetria.
Esta cifra puesta en relaciéon con algtn valor de la misma serie de fre-
cuencias, conduce a la medida relativa o sea a un coeficiente de asime-
tria; podemos aprovechar para relacionarla: a la desviacion media, ya
sea esta con respecto del modo, o de la mediana, o bien proporcionarla
con sigma ; el coeficiente de asimetria estara dado en los tres casos por
las férmulas

M — Mg,
a

donde d representa la desviaciéon media del modo, o por

MM,
71—'—d——

en este caso d es la desviacién media de la mediana, o por

M — My,

~
g

Ja

Deduciendo la asimetria con estas relaciones se tiene el siguiente
cuadro de cifras:
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CUADRO XXVI

Indices absolutos de asimetria y coeficientes de asimetria

3 = o ﬁ 5 ST g 1o : 2
Cardcter | | EI = = e “Eh‘ \E
= = I I I s (€ L
~ < <
Involucelos en las umbelas
dell, vulgare . veuouaivi . 1,549 0,500|0,569| ©,197|0,483(2,546(2,724|2,523
Lacinulas en los involuce-
los de 4. viznaga....... 0,022|—0,040|0,014|—0,025|0,011(1,635[1,578|1, 589
Nervaduras en las hojas de
G 7y, R U ....|0,017| 0,386/0,007| 0,152(0,006|2,531(2,549|2,543
Brédcteas en los involueros
de V. australis...i.ee.s 0,350, 0,502|0,148 0,212|0,119(2,336|2,363(2,372
Flores en las inflorescen-
cias de C. maculatum ...|0,187|—0,470(0,074{—0,193|0,061|2,488|2,513(2,433
Nervaduras en las hojas de
B Japoseds .. . . <1k o iieis | 0,112| 0,401|0,037| 0,128(0,028(3,062|3,058|3,121
Flores en las inflorescen-
cias de F. vulgare ...... 1,050{—0,293(0,189|—0,053(0,158(5,432|5,567|5,503

El indice modo que utilizamos aqui para deducir su desviacién, no es
el modo dado por simple lectura de la ordenada méxima o punto de ma-
yor niimero de frecuencias, sino el que se obtiene de la posiciéon del modo
por la férmula

M—D
siendo M la media y

D:saZV{Iﬂ;

s es el indice de variabilidad y laasimetria x es deducida segtn el mé-
todo de Pearson de la formula
i e
2 s—2
En los diferentes tipos de curva, de los que aproximadamente ha-
biamos hallado tres, se usan las siguientes férmulas para encontrar el
valor de la asimetria '.

! En las curvas asimétricas o excéntricas el modo y la media estdn separados por
cierta distancia D, que es igual a media — modo. La asimetrfa se puede medir
. D . : . .

por la relacién = — —; si la media es mds grande que el modo la asimetria es posi-

tiva, si es menor que el modo es negativa, y esta excentricidad puede ser calculada
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Otra correspondencia de relaciones podemos dejar constatada, nos
referimos a la relacion entre la desviacion cuadrada media o sigma, y
las desviaciones simples medias del promedio, del modo, y de la media-
na, cuyas cifras se leen en este cuadro, guardando los caracteres el mis-
mo orden del precedente.

CUADRO XXVII

T l,/? 3 %f M "% Mo T—f Mia

Cardcter II....... 3,219 2,546 2,724 2,523
e N R 1,987 1,635 1,578 1,589

— AT I SR 3,079 2,531 2,549 2,543

S RV s 2,940 2,336 2,363 2,372

== IV 3,090 2,488 2,513 2,433

e NI A 3,969 3,062 3,058 3,121

— XIII ....| 6,665 5,432 5,567 5,503

cuando el modo tedrico es conocido. En los tipos I y III se mide también la asime-
tria por
1 T i
o= 3 l’,’;‘l —
s L2

bo

y, segin Duncker, cuando 52, — 63, — 9 es positivo, = tiene el mismo signo de p,;
si es negativo, « tiene el signo opuesto de p,. En el tipo I :

En el tipo III :

ik i
e _lex = =3 2
= + 2 V/V'a3
donde el signo es el mismo de p,.
En el tipo IV :
al i 8 == 2
e=3l# :
2 s 2
En el tipo V :
2)p—38

ya que p — 4 es la raiz positiva de (p — 4)* — %ei (p—4) — %(j =0, p puede ser
hallado. En el tipo VI :
__@+tele—6—73
(0, — 2 Vi(a, — 1) (2. + D}

donde (1 — ¢,) y (¢, + 1) son dos raices de la ecuacién

92

S W R MR
1, 6+2)
4+141 (S+1)

2 — sz -+
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Anteriormente deciamos que cuando la seriacién se presenta en for-
ma simétrica, el punto de maxima densidad o modo, la media aritmética
y la mediana coinciden o sea Mg, — M — M,,,, de manera que en las se-
riaciones que se acercan a la forma simétrica, se puede conociéndose el
modo de observacién o empirico, la mediana y la media aritmética, cal-
cular por aproximaciéon el punto tedrico de mixima densidad, o modo
teorico; reemplazando una distribucion empirica por una distribucion
tedrica, substitnyendo en el poligono por medio de una perecuaciéon al-
gebrdica una curva; en este caso de distribuciones no muy asimétricas,
el punto de densidad tedrico lo da como ya sabemos la expresion :

Modo tedrico — Media — 3 (Media — Mediana)
0 mas brevemente :-
Modo tedrico = 3 X Mediana — 2 > Media.

De esta formula se puede deducir a su vez una relacion sencilla para
encontrar la mediana :

2
Mediana = Modo - - (Media — Modo).

9
(3]

Hemos visto en las diferentes graticas como se presentan las frecuen-
cias, como el poligono asciende y luego se anula, que raramente la va-
riacion se inicia con la ordenada maxima para disminuir lentamente en
las sucesivas ordenadas ; existe regularidad méas o menos manifiesta en-
tre su iniciarse, su culminar, y su fin, que cuando esto se realiza tenien-
do por eje a la ordenada media, la seriacién presenta perfecta simetria,
son iguales los valores en los cuales cae la miaxima ordenada que coin-
cide con la mediana y la media, siendo iguales las distancias entre el
cuartillo inferior y superior con relacion a la mediana.

1T

ASIMETR{A CON LOS CUARTILLOS

Los cuartillos dan una imagen de la desviacion en la cual cae el 25 por
ciento de frecuencias arriba de la mediana y el 25 por ciento debajo de
lamisma ; aunque no tomen en cuenta las frecuencias que se encuentran
en ambas extremidades de la seriacion, puede resultar una expresién de
la asimetria de la utilizacién de los cuartillos ; relacionandolos con la
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mediana y con su semidiferencia, la que se indica con A, de este modo :

= Qz N Qz) (Qz T Qi)
Q

A

donde Q es la semidiferencia de los cuartillos, formula que también sue-
le representarse con
Ql i Qa el 2Qz

Q

siendo cero el mas bajo valor que puede alcanzar A y que indica que la
distribueién es simétrica.

lista medida tomada de la posicion de los cuartillos se basa, como se
ve, sobre las partes proximas a la mediana de la seriacion, de la que
pueden ser indices absolutos en la forma

A=

(Qs oy 1\Ina) i i (hIna U Ql)
O por

Qa _l_ Ql o 21\11137

expresiones a las cuales daremos mas adelante una aplicacion.

111

ASIMETRfA CON EL TERCER MOMENTO

En las distribuciones simétricas la suma de los cubos de las desvia-
ciones, dividida por el nimero de observaciones o sea p.; esigual a cero;
examinando el cuadro de los diferentes momentos, vemos al tercer mo-
mento, en el caso del niimero de carpelos de Ph. dioica tomar el valor de
— 0,0722; en el nimero de nervaduras de Juglans regia con 2100 va-
riantes p, = — 0,1926, en el ntiimero de lacinulas de los involucelos de
Ammi viznaga p, = — 0,1074, de todo lo cual se nota que existen al-
gunas aproximaciones al valor cero; pero tratdndose de seriaciones asi-
métricas este valor ya no serd cero. Bastara ver el cuadro que contie-
ne a p; para obtener de él niimeros més o menos elevados, y se agran-
dara desde su limite cero para dar una medida del valor de la asimetria.

Obtenemos asimismo una expresién absoluta de la asimetria, con la
raiz ciibica del tercer momento |, y se tendrd como en los casos pre-
cedentes el coeficiente de asimetria dividiendo el tercer momento por
sigma, asi:

s

. .l/V'n
=

I s

~
g
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La asimetria cuando es positiva se debe a que la media aritmética,
es mayor del modo o de la mediana y se leera en el poligono de frecuen-
cias o en la curva, el modo o la mediana antes de la media. Sila media
aritmética es menor del modo y de la mediana, el valor obtenido serd
negativo ; la seriacion se traslada hacia los valores bajos y la media en
el poligono de frecuencias o en la curva que deriva precede al modo o
a la mediana.

Los cuartillos también daran un valor positivo si el intervalo en el
cual cae el 25 por ciento de las variantes arriba de la mediana, es méas
grande de aquel en que cae el 25 por ciento debajo de la media; la se-
riacién tiende a prolongarse hacia los valores mas altos y, dara un va-
lornegativo en los casos contrarios.

Mas claro, se dird, que en el caso de obtener un valor de asimetria
positiva, el cuartillo superior estd mas lejos de la mediana de lo que lo
esta el cnartillo inferior que, es una asimetria en direccion de los méas
altos valores. Serda negativa cuando el cuartillo inferior estd mas aleja-
do de la mediana que el cuartillo superior, y la asimetria se dispone en
el sentido de los mas bajos valores.

Volviendo ahora sobre la asimetria dada por el tercer momento, sabe-
mos que una idea de esta constante positiva o negativa, es indicada
por el cilculo en el cual sean consideradas todas las frecuencias con re-
lacién al grandor que les afectan; el que indica asimetria positiva si
la tendencia de la desviacion en un determinado sentido con relacion a
la media es més o menos acusado, de la tendencia en el sentido contra-
rio, 0 sea cuando la suma de los valores positivos supera a la suma de
los valores negativos. En el caso contrario la asimetria es negativa. El
tercer momento es ignal a cero cuando las dos sumas se anulan, lo que
significa simetria perfecta. ’

Revisando el cuadro que agrupa a esta constante, tenemos ligerisima

asimetria negativa en Ph. dioica con — 0,0722, asimetria negativa par:
Eriobotrya japonica con — 3,2998, asimetria negativa en Conium ma-
culatum con — 3,1085, ligerisima asimetria negativa para Juglans regia
con — 0,8400, y en este mismo caso se hallaria Ammi viznaga con
— 0,1074. En los restantes casos que corresponden a la asimetria posi-
tiva, esta constante p, recibe en Foeniculum vulgare el valor de 25,7243 ;
en H. japonica repasando el poligono de frecuencias de las nervaduras
del lado izquierdo de sus hojas simples, 10,2823 ; correspondiendo a lige-
risima asimetria positiva el mismo cariacter en Juglans regia con 0,1926.

Damos una sintesis general de todo lo expuesto con el siguiente cua-
dro, a cuyos valores agrupamos una expresion absoluta de la asimetria,
con la raiz ctbica del tercer momento y el coeficiente de asimetria, di-
vidiendo esta ultima por el indice de variabilidad.



— 258 —

CUADRO XXVIIL

Cardcter Mi—‘—M"‘ M—H(‘_MJ’ "‘-r et Vg

= L3

Xx .00 i(;%;’ﬁsfz 0,4403 wz 1,3209| —0, 4750|—0, 2387
b “y

XIII w ——0,0439 M{%;O’ﬂ; ——0,1318]|—3,8015| —0, 5703
2 b

TRl %_3199’3392 0,0764 lﬂig_g;g_“ﬂ = 0,2800|—1,4887|—0,3750
’ b |

. 13-’44:0——;)@5’:_0,1521 1—3—’4?%&1'8%:—0,4563 —1,4594| —0, 4722
) Dy

.. _——20'93576290‘430 — 0,1812 _—20'933;6199’426 — 0,1827| 1,7666| 0,6008
’ <

e %’Qﬂ) — 0,0366 L‘ng_%: 0,1053| 1,8035| 0,4658
3O 3

i S0 @;;—;fﬂ: 0,1253 EW — 0,3760] 0,5778| 0,1876
2 ?

VIII %}1;"150 — 0,1166 %;95;434: 0,3199| —0,9053| —0, 2049
: ;

.. %—;76’200: 0,1373 ﬂg;‘;;——,i”—” — 0,4120| 1,0632| 0,3444

5. %’0—69 ——0,0380 %{?yﬂ) ——0,1142|—0,9261| —0, 8820
2 2

5. . el }%‘:@: 0,1553 E%‘L;l_gsl@: 0,4659| 2,9519| 0,9170
y i »

IV

FUNDAMENTOS GENERALES DE LA SIMETRfA Y ASIMETRIA
EN LOS POLIGONOS DE VARIACION

Con la teoria de la curva normal, que no obstante las controversias
que ha ocasionado, es la curva mejor conocida ; este fenémeno de la si-
metria o asimetria (figs. 10 y 11), en los poligonos de variacion, se ex-
plica con bastante aproximacion.

La curva binomial o curva normal es el limite al cual tiende el poligo-
no, que se consigue con los términos del desarrollo del binomio (p - ¢)".
cuando el exponente m llega a ser muy grande y cuando p = ¢. Como
curva asimétrica del tipo binomial, se puede considerar el limite hacia
el cual tiende el poligono dibujado con los términos del mismo binomio,
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pero con p mayor o menor quée ¢. Sea por ejemplo : el binomio (p - ¢)™
en el que el exponente m = 4, desarrollando tendremos :

P - 4p*q +- 6p*¢* + 4pg° + ¢,
haciendo p = ¢ =1 se tendra, reemplazando :

Lpd 841

Fig. 10. — Distribucién simétrica

cuya suma es igual a 16. Si estas frecuencias se traducen en una grafica
o poligono de frecuencias, se tendrd una figura simétrica, que repre-
senta la ecurva empirica binomial. Pero si p y ¢ fueran valores desigua-
les ecomo ser: (1,8 - €,2)" de modo que p - g = 2, se hallara la siguiente
sucesion de valores :

10,4976 - 4,6656 -~ 0,7776 - 0,0576 - 0,0016 = 16,

eulya traduceién grafica dard asimismo lugar a una curva empirica del
tipo binomial, pero asimétrica. Si se hubiera operado con (1,1 - 0,9),
haciendo menos desiguales p y ¢, tendriamos :

1,4641 - 4,7916 - 5,8806 - 3,2076 - 0,6561 = 16.

Fig. 11. — Distribucion asimétrica

De modo que en conclusion la simetria normal o la asimetria, pueden
considerarse como un resultado del desarrollo del binomio (p - ¢)™ en
el que segunlos casos p es >, < o igual a ¢ '.

! Los valores de la curva binomial, estudiados en cualquier tratado sobre el método
da los cuadrados minimos, conviene tenerlos presentes, porque es a base de los mis-
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Ya a esta altura de lo que tratamos, podemos ensayar una separacion
de las curvas a que pertenecen estos poligonos con la base de las cons-
tantes obtenidas : del concepto de la normalidad, de la asimetria, a lo
que agregamos ahora otro caracter puramente objetivo, y lo considera-
mos asi, porque prescindiremos de las diferentes teorias expuestas para
explicarlo; nos referimos a la elevacion del poligono sobre el eje de las
ordenadas, en cuyo caso recibe el nombre de curva hiperbinomial, o
de su aplanamiento en la direccion del eje de las abscisas curva bipobi-
nomial, ejemplos estos que nos conducen a otros dos tipos de curvas.
Tenemos asi:

mos que se alcanzan una serie de férmulas de aplicacién en la variacién biolégica.
Si se toman las desviaciones con relacién a la media aritmética, el médulo se cal-

2 [a® . 3 :
cula con C = ‘/[—]7 férmula en la cunal, si el ndimero de observaciones es pequeiio
n.

se pone en lugar de n a » — 1.

La desviacién simple es dada por [—] y se indica con la letra e. La desviacion
; 2[a@]
cuadrada por |/ — se indica con la letra s. La fluctuacién la representa o 0 eon
s - S 1
C*. La precisién (mensura precisionis) por h =c
De estas férmulas se puede derivar :
d 1 = 1 ' 1 1
L — — 0,5642; C=0l2; h=—; W= =
n i V25 2a* R)2

la relacién entre el cuadrado de s y el euadrado de la desviacién simple

1

2

@[q

7
:—5: 100

Tendremos también que el error medio de una observacién es igual a 5. El error
medio de la media de n observaciones es

'k G
e B S
— ¥V nm— AR ) V.n
el error probable de una observacién es r = 0,67457, o también - 0,4769C y, asi-
d
mismo -+ 0,8453 [’—l]y de donde :

el r
n  0,8453

i

El error probable de una observacién o r, multiplicado por la precision h, es igual

a 0,4769, de donde :
— 04—76—9 = 0,4769 Jz = 0,67455,

finalmente, el error probable de la media es

E, = 40,6745 —
n
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Curva normal, diagrama del cardcter I;
Curvas asimétricas, diagramas de V, IV, XV
Curvas hiperbinomiales, diagramas de XIII, X, VII, VI, IT, III;
Curva hipobinomial, diagrama de XI.
Las curvas hiperbinomiales e hipobinomiales, unimodales, se presen-
tan segin la curva gaussiana, pero en modo mas agudo y menos exten-
didas las primeras o de modo mas aplastadas y més extendidas las se-

Fig. 12. — a, curva hipobinomial; b, curva normal; ¢, curva hiperbinomial

gundas ; nuestros poligonos nos ofrecen a la vista ejemplos de los
casos que aqui reproducimos, limitindonos a dar simplemente la grafica

(fig. 12) de cada

una de ellas.

CUADRO XXIX

Indices absolutos y coeficiente de asimetria, considerando Q,, @, y Q,

tnedds 1 outyaro —gs = O05TOZE =2,930 20l —0,24580 572,20 0,28
N e T faponion 1= 0400425 2,585 oot —0,10885,49_2,75— 1,67
Bg’:?iﬁ;’ﬁgfﬁ: _Z:g ——0,0248 4’;3 —2,215 ;,é? —0,1598(2,16—2,27——0,11
BtiiL::qZ:;;lZ?«:ap 2:;?) =5y 90090 %3—0 =2,150 %é =0,1049(2,20_2,10— 0,10
N:;;Z(?;a?e;?aho Zﬁg 0,2058 ”_21_3 —2,065 3;,;? —=0,1243]2 49 1,64— 0,85
o e o LT L T SO
V:;tﬁlfmgi:ﬂ“ _2:23 ——0,1449 4707 —2,035 li;gz —0,2864(1,74—2,33— 0,59
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Examinaremos ahora varias relaciones a base de los distintos va-
lores senaléticos obtenidos, que informardan a los botanicos deseosos
de hacer estas aplicaciones en las especies que estudien, y que en defi-
nitiva son los métodos que tendran que seguir, porque no existen
otros principios fuera de los que desarrollamos, con los que se pueda
tratar en forma exacta los interesantes problemas de la variacién en
general.

En el calculo de la variabilidad la desviacion cuadrada media o sigma
es-siempre mayor que la desviacion simple media e y esto no es necesa-
rio para probarlo, sino leer el cuadro que los reune a los unos y a los
otros. En las seriaciones llamadas normales, que son simétricas, y tam-
bién en aquellas moderadamente asimétricas, se encuentra que e es igual

4 . : :
a cerca de 5 de g, lo que se puede verificar también directamente en el

mismo cuadro. La relacion entre el cuadrado de sigma y el cuadrado de
€, es igual a la mitad de = osea a 1,57, es decir:

s

2

T

Zé == 1,57.

Qlﬂ
w

Valor que también se puede dar por la relacion entre s y e, de este
modo :
V§ == 1,95,

lo que se puede probar con la serie de ejemplos que se leen en una co-
lumna correspondiente.

s : 3 . 2 )
La semidiferencia de los cuartillos es igual a cerca 3 de sigma, en el

cuadro de las semidiferencias he agregado en una columna los valores
de sigma, y se podra cerciorar de que existe esta relacion en una gran
parte de las semidiferencias obtenidas.

Iin las seriaciones con relacion cada una a la media aritmética, exis-
te un valor que es mediano entre los valores absolutos dispuestos en
orden creciente o decreciente, al cual se llama desviacién mediana o

desviacion probable y se le indica con la letra griega X. En las distribu-
: : : ; : 2 5
ciones de frecuencias normales o simétricas es igual a 3 des, a 6 de e.
También es igual a la semidiferencia de los cuartillos.
Sobre las relaciones de que se ha hablado podemos presentar a las si-

guientes cifras:
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CUADRO XXX

Cardcter ’:—]’ —¢ le=0,7979 = :—= §= 1,57 @ —0,675 © = 0,9453¢

1 fepre o 0,75¢ | 0,887 | 1,05 1,939 0,7082 | 0,6374 1,392
) [ i e 2,546 2,561 3,21 1,597 2,1651 2,1523 1,264
XV o8 1,200 1,320 1,65 1,890 11,1129 1,0144 1,374
XVII...| 2,188 | 2,208 | 2,77 1,614 1,8684 | 1,8496 1,268
XV v 8,421 8,365 10,49 1,552 %7,0155 7,1187 1,244
XX.....| 1,75¢ | 1,677 | 2,108 | 1,440 1,4185 | 1,4827 1,200
XV e 35060 3,143 3,939 1,657 2,6569 2,5868 1,288
XVIII..| 3,064 3,091 3,875 1,607 2,6137 2,5902 1,268
XIS e 13,930 13,972 | 17,512 1,580 11,8118 11,7057 1,256
9.} [ { RS 5,432 5,318 6,665 1,504 4,4955 4,5919 1,224
T80 1 3,062 | 3,167 | 3,969 | 1,675 29,6771 | 2,5885 1,296
- AP 2,488 | 2,465 | 3,090 | 1,552 2,0842 | 2,1032 1,245
W ixife ets 2,336 2,345 2,940 1,592 1,9830 1,9747 1,260
L 3,046 | 3,088 | 3,871 | 1,621 2,6110 | 2,5749 1,272
NI 53 1 2,457 3,079 1,482 2,0767 2,9849 1,253
VII....| 2,515 | 2,448 | 3,069 | 1,484 2,0700 | 2,1261 1,216
Rk o e 2,547 2,463 3,087 1,468 2,0822 2,1531 1,212
, ST 1,635 | 1,585 | 1,986 | 1,472 1,3396 | 1,3821 1,212
XAl 11,024 | 10,973 | 13,752 | 1,556 9,2757 | 9,3191 1,248

Con las formulas indicadas se vera que los valores cbtenidos en algu-
10S casos se acercan mas o menos de aquellos que deberian ser, si las
relaciones pertenecieran a seriaciones correspondientes a una curva
normal.

CAPITULO V

LAS VARIACIONES DE LOS CARACTERES VEGETALES Y EL TRAZADO
DE LAS CURVAS CORRESPONDIENTES

A reemplazar por una curva los elementos o clases que forman un
diagrama, o sea la linea quebrada resultado de la ordenacién de los
grandores a lo largo del eje de las abscisas, fijindose, en la altura de
los valores ordenados, se llega por varios procedimientos ; que llevan in-
sensiblemente desde el valor més o menos aproximado, en el caso del
trazado de la curva a pulso diré, hasta aquel valor de la ordenada ob-
tenido con métodos mas rigurosos.

REV. MUSKO LA PLATA. — 7T. XXIX 19
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Para substituir la linea quebrada por un trazado continuo, que repre-
sente mejor a la seriacion o el andar de la variacién, y que elimine lo
que en la distribucién de frecuencias sea debido al caso o al error; se
tratard de obtener una representacion de la variacion despojada de las
oscilaciones y que permita tener la expresion analitica de su ecuacion.

Perecuacion simple grdafica. — Una simple perecuacion grafica se limi-
ta a reemplazar el diagrama por una linea dibujada a pulso, que la re-
presente mejor, y que siga el andar de la quebrada, pero de modo con-
tinuo, sin presentar las irregularidades que se notan en todas estas
lineas. En el caso de las variacio-
nes que tratamos, facil seria ha-
cerlo con este método, desde que
todas ellas llevan acumuladas un.
buen ntmero de observaciones.
Estos trazados pueden ser practi-
cados guidndose por un criterio
sencillisimo, como es el de que la
curva perecuatriz deba pasar por
un espacio, que no supere el tri-
plo de la desviacion tedrica de
cada serie de frecuencias; esta
desviacion tedrica estd dada por
G :Vﬁ)q, donde n representa el
namero total de observaciones, p’

Fig. 15. — Nimero de earpelos en las bayas 1% Drobabilidad de que se verifi-

de Phytolacea dioica L. que la variaciéon y ¢ la probabili-
dad contraria.

Haremos una aplicacion con el fin de introducir al lector a otros mé-
todos, de entre los cuales este, que es el mas sencillo en si, resulta ser
bésico por la facilidad y rapidez con que puede verificarse. Por ejemplo,
tomemos la seriacion correspondiente al nimero de carpelos de Phyto-
laceca dioica (fig. 13). Habiamos contado la siguiente variacion en su na-
mero: ejemplares con 8 carpelos 7; con 9 carpelos, 44 ; con 10,131 ;
con 11, 204 ; con 12, 91; con 13, 20 y con 14, 1. Esta distribucion de
frecuencias, como se ve, toma una forma que se acerca de la curva gau-
ssiana. Caleulando la desviacion teorica de cada frecuencia, tendremos
lo siguiente : para las primeras 7 frecuencias 2, 62 ; para las 44 siguien-
tes 6,33, para las 139 que vienen después 10,03 y sucesivamente 11,03 ;
8,63 ; 4,38 y 0,97. Ahora anadiendo y quitando a cada serie de frecuen-
cias su limite, se consiguen dos series de cifras que traducidas en un
diagrama, formaran una faja que incluye a la quebrada originaria, den-
tro de la cual cualquier curva dibujada a mano puede representar apro-
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ximadamente, la distribuecion tedrica de la variaciéon del nimero de car-
pelos de Ph. dioica. Construimos, como se ve, con las desviaciones teo-
ricas, un limite superior y un limite inferior, entre el cual puede pasar
la curva perecuatriz.

Asi tenemos :

Para 7,4 2,62 9,4 8,63
44,4 6,33 20, 4 4,38
139, 410,03 1,4 0,97

204, 4+ 11,03.

Por ejemplo : la frecuencia 7 se dispone asi :

— £ 7 499 .
g, = |npg = VOOG b6 506 506 — 2,62,

y asi sucesivamente con todas las restantes frecuencias, hasta conseguir
los limites superiores e inferiores necesarios para el trayecto de la curva.

Perecuacion por medias aritméticas '. — Puede perecuarse también
por medio de medias aritméticas que eliminen las irregularidades de
una seriacion, substituyendo a cada término la media de un cierto
namero de valores anteriores o siguientes, de este modo : en una seria-
¢ion cuyas sucesivas frecuencias sean a, b, ¢, d y e, el término b se reem-
plaza por

b _a—t+bie
SR
y el término ¢ por
b+c+|d
cl—_—-————-S ;

si se notan atn irregularidades en la distribucion asi obtenida, se puede
hacer una segunda perecuacion; habiéndose obtenido by, ¢, d, y €, se
calenlara :

cz_bl_‘_(;l_l_dl; d’z"——'CI—I_(;l_{_e’;

que da origen a una perecuacion doble o ponderada, desde que una per-
ecuacion hecha con tres términos es igual a otra compuesta con cinco,
asi se podria representar, valiéndose de los coeficientes :

J et e T I s |

a b ¢ d e _ datos dela seriacion;
o s Y
S ——— —
by cien L d; primera perecuacion;
C; segunda perecuacion.

* A. Niceroro, Il metodo statistico, pdginas 228-231, Palermo, 1923.
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Se desprende, de todo esto, que operar con la segunda perecuacién a
tres términos es como hacerlo con una sola de cinco, en la cual, cada
término es multiplicado por el coeficiente, asi :

a+2b+3c+2d+e
9

P

Se puede variar el iniciarse de la perecuacion, y en lugar de tres partir
de cinco términos, y de ésta pasar a una perecuacion doble, siempre de
cinco términos, ete.

Perecuacion analitica o interpolativa. — Con la aplicacion de la for-
mula anterior podriamos hacer una serie de perecuaciones y trazar una
curva para cada distribucién de frecuencias; pero ya advertimos que
iremos de lleno por los métodos biométricos, a lo que se podria llamar
perecuacion analitica, como lo es entre los métodos interpolativos, el de
los ¢natro momentos !, que mantiene la uniformidad de esta investiga-
¢ién con las de otros observadores, llegando en esta forma a resultados
que son comparables.

Tratados estos preliminares, haremos el examen en particular de los
poligonos de variaciéon que hemos considerado.

i §

CURVAS BINOMIALES, UNIMODALES, SIMETRICAS E TLIMITADAS
EN AMBAS DIRECCIONES DE EXPRESION

1
=02 &

Caso de curva de Gauss o de los errores accidentales. — Un procedi-
miento mas exacto es el de la interpolacién, con el cual las frecuencias
empiricas pueden ser reemplazadas por una curva, cuya ecuacion se
encuentra con operaciones sencillas aunque laboriosas, como lo es
el método de los cuatro momentos, que ha sido muy seguido en biomé-
trica y que a continuacién aplicamos.

Variacion del mimero de carpelos en 506 bayas de Phytolacca dioica L.,
ombi, de la familia de las phytolacciceas. Sobre ejemplares de frutos
del ombu considerado el material homogéneo, porque fué recogido de un
mismo drbol, hemos contado el nimero de carpelos, y una vez dispues-

' W. PaLiN ELDERTON, Frequency curves and correlation, dedicada al cdleulo de los
« momentos » p. 13-35 y cuadro pdgina 52. Londres, 1906.
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tos por sus frecuencias en un sistema de coordenadas, hicimos la de-
terminacion del valor medio de las magnitudes. Para esto se elige una
clase que proxima a la media, presente ¢l mas elevado ntimero de fre-
cuencias como el punto cero, se hacen las desviaciones de las demas
clases con relacion a ella en los dos sentidos, las que se expresan por
—1,—2,—3,—4 y 1,2 -3, -4 ete., enseguida, se suman
los productos de todos estos origenes multiplicados por las frecuencias
de cada correspondiente clase y sedivide por n, que representa el niime-
ro total de individuos o variantes, a este primer cociente se le llama v,.

CUADRO XXXI

\'4 of x xf zf zf z'f
TR 7 —3 — 21 63 —189 567
S 44 —2 — 88 176 —352 704
O . . 139 —1 —139 139 —139 139
e, 2 204 0 0 0 0 0
: 12, ) 91 1 91 91 91 91
. . 20 2 40 80 ~H160F 320
11 1 3 3 9 27 81

506 0 134 558 278 1902
—248 —680
—114 —402

Se suman los productos de los cuadrados de todos estos origenes,
multiplicados por la frecuencia de las correspondientes clases y se di-
vide por n, se llama a este cociente v,.

Se suman los productos de los cubos de todos los origenes, multipli-
cados por la frecueucia de las correspondientes clases y se divide por n
se llama a este cociente v,.

Se suman los productos de las cuartas potencias de todos los origenes,
multiplicados por la frecuencia de las correspondientes clases y se di-
vide por n, y se llama a este cociente v,.

Tendremos asi :
xf af x'f w'f

2 Vg — —) - Vg =— — My =— —*

; 3

n n n n

N

iy ¥ay ¥5 ¥ i SON, respectivamente, el primero, segundo, tercero y cuar-
to momento de la seriacion al rededor de un origen arbitrario V,.
Se disponen las operaciones del siguiente modo :

V X fon=5452 2506 = 10,774 =M.



— 114 x5 558
N — 506 — 0,2252, vi——506=],1027,
— 402 L 1902 e
T 506 = — 0,7944, Vie— 506 = 3,7588

Para hallar los momentos de la seriacion p., p., p, v, al rededor de
la media, se siguen dos procedimientos: un método (x o 3) debe ser em-
pleado, lo que hemos explicado en el capitulo segundo. En este caso, se
debe usar el método (), por tratarse de variantes que proceden por uni-
dades o variantes integrales, y el método (2) para las variantes que se
llaman graduales (pesos, longitudes, superficies, dimensiones); es decir,
variantes que se operan con unidades y fracciones de éstas.
Las formulas que aplicamos son las siguientes :

ph=0=>n:

ha === 3 v,2
e Vs 0t

cuyo error probable es :
//-k, — e
Ep, = 67449 |/ ot
n

vy = vy — 3,%s + 29,%,

cuyo error probable es :

' 0.2 S B T

Jug — Pa? — 60,0, 9

By, =TY/- .
n

b
g =y, — 4uv, 6v,2v, — 3%,

cuyo error probable es :

[ R T sy A
By e T‘/ Us — 85— 16y )
n

Reemplazando por las cifras que le corresponden, tenemos :

p=M=V,—vy, =11 — 0,2252 =10,774;

ve = 1,1027 — (— 0,2252)* =1,10270 — 0,05072 = 1,05198;

vy =— 0,7944 — 3 (— 0,.‘.’..452 % 1,1027) 4 2 (— 0,2252)* = 0,07225 ;
vy = 3,7588 — 4 (— 0.2252 > — 0,7944) |-

—{—6[(—-0 52)* X 1,1027] — 3 (— 0,2252)' = 3,37103.

Con estos cuatro primeros términos puestos en proporcion llegamos a
las relaciones entre los momentos :
pst 0,005220 ve  3,371032

=" =TT (,00448; —am
‘Tl | 1,164185 ; 4 T ut 1,106661

= 3,04612.

w
™
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Dependiendo, finalmente, la clasificacion de un poligono.de frecuen-
cias empiricas, de los valores de la funcion eritica dada por la formula

= . =L -
4 (48, — 30,) (28, — 33, — 6)

reemplazando, se tiene lo siguiente :

0,00448 (3,04612 |- 3)*

= @50 3,026) = 3 5 0,000)] [@ X 3,046) — 3 5 0,005) —

Haciendo las operaciones, resulta :
F =0,04268.

Por las relaciones de §,, %, y de la funcién critica I, se puede consi-
derar a este poligono dentro de los valores qne se examinan, con la
curva de los errores accidentales.

Ordenados los carpelos por su cantidad en serie, se obtiene que las
bayas del ombu, creciendo en su nimero, aumentan también la frecuen-
cia de ejemplares que presentan una cifra mayor de carpelos hasta que,
llegada a la categoria de 11 carpelos, se encuentra que el ntimero de
bayas disminuye a medida que se eleva el ntimero de carpelos, lo que s¢
nota con evidencia entre las categorias de 12 y 13 carpelos.

Este anmento primero y luego diminucion en el niimero de ejemplares
y correspondientes a cierto nimero de carpelos se opera, en cada caso,
de una manera regular, estando la distribucion bien representada por la
ecuacion de la curva normal, cuya férmula se suele también indicar eon

en la que x indica el grandor o nimero de carpelos, y las frecuenecias
correspondientes o nimero de especimenes aislados examinados, n el
total de ejemplares, s la desviacion cuadrada media o indice de variabi-.
lidad, = la relacion de la circunferencia al didmetro-3,141596, e la base
de los logaritmos naturales y b la media. Esta curva es simétrica y, como
sabemos, no es sino el limite al cual tiende el poligono deserito con los
términos del desarrollo del binomio (p -} ¢)™, cuando el exponente m se
hace cada vez mas grande. ;

En el caso especial de ser una curva normal, las férmulas que se deben
aplicar para tener el grado de seguridad de los indices senaléticos dedu-
cidos, es decir, para calcular los errores probables de las precedentes
constantes, se usan las expresiones que van a continuacion :

/9 D)
Ep,g:0,67455"/;:0,6745( ,050)¢ /_06—0,04669;



6
By, = 0,67457° L — = 0,6745(1,050)" l/—— —=0,08494;
/96 96
By, = 0,67453* |/ S 0,6745 (1,050)! |/ —— = 0,35702
n 1 506

/.44

/ 24
BB, =0,6745]/ — - —0,14683;
n 6

/
E Ve, =0 6740‘/—_0 6745 l/ = 0,07338;

I‘Jn=0,bl40‘/, s =0,6745 I/O 506 X 1,050 =0,03852
Finalmente, el error probable de la excentricidad se obtiene con la
relacion

¥i.a

/3
0 Gl40><l/ —-7 ete.

Por el examen de la funcion critica esta distribucion de variantes da
origen a una curva que se aproxima de la normal y, siendo variantes
integrales, es decir, que proceden por unidades, para compararla con la
curva teorica correspondiente, se hace aplicacion de la tabla que publi-
camos al final. Esta tabla se utiliza para conseguir inmediatamente el
niimero teérico de individuos que ocurren entre los valores de @ =0
Yy = i— w-

(]

En la tabla de las ordenadas de la curva normal, — es la desviacion

Q8

de la media expresada en unidades del indice de variabilidad, e su
0

correspondiente ordenada, haciendo y, igual a la unidad.

No se recurre, como en las deméas curvas, al cdleulo de cada ordenada,
reemplazando sucesivamente los valores empiricos, sino multiplicando
por el maximo de frecuencia el valor que da la tabla correspondiente al

V—M 3 :
de ——— se deduce asi la ordenada que se escribe en columna al frente

g
de las frecuencias empiricas f, y con la columna 2 se hacen las diferen-
cias en mAas o en menos.
El maximo teoérico de frecuencias se deduce de la formula :

n 506
Yo = == =
V2= 1,0256)2 X 3,141596

(o}
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y haciendo las operaciones, sale :

506 506
Yo = = ol 0 Tt
Yo =71,0256 X 2,506628  2,57079

Otra importante relaciéon queda satisfecha para que esta variacion
vegetal sea tratada con las propiedades de la curva normal; la teoria
de esta curva debe ser aplicada con preferencia cuando %, no es exacta-
mente igual a cero, ni @, exactamente igual a 3, ni la funeién eritica I
exactamente igual a cero. Debe usarse la curva de Gauss, cuando

3, — 2v

i
FXupl<+1 y = =1+4.2;

V.

i

reemplazando :

3(1,1027)" — 2 (— 0,2252)' 3 (1,21594) — 2(0,0025213)

3,7588 3,7588

3,64478 N
== —3,7588 = 0,969064.
Y se deduce que se puede seguir con la teoria que se aplica.

Concordancia entre la teoria y la observacion. — Dispongamos los va-
lores segtin el método de Duncker para el examen del grado de concor-
dancia entre la teoria y la observacion :

CUADRO XXXII

! Tabla de
v v :M T v ’ 5 c
v, e

Rites, st — 2,774 | 12,708 [ .02612:3<¢ 196,17 5,137 LR P
Gl —=1,774 | 1,729 | .22782 X 196,7 | 44,812 | 44 [ — 0,812 | "
1050, —0,774 | 0,754 | .75484 > 196,7 | 148,477 | 139 | — 9,477 .
3 1) R 0,226 | 0,220 | .97609 X 196,7 | 191,996 | 204 | 412,004 | '~
120k © 1,226 | 1,194 | .49260 % 196,7 | 96,894 | 91 | — 5,894 Licin
gt 2,226 | 2,169 | .09702 3 196,7 | 19,083 | 20 | + 0,917 | ’
A 3,226 | 3,144 | .00050 XX 196,7 0,098 1| 4+ 0,902

506,497 | 506 31,869 | 6,653

Con este método que se halla expuesto por Gallardo !, tenemos que la
concordancia entre los dos poligonos se reduce a observar la variacion

' A. GALLARDO, Concordancia entre los poligonos empirices de variacion y las corres-
pondientes curvas tedricas, en Anales de la Sociedad Cientifica Argentina, LI1I, 61 y
siguientes, Buenos Aires, 1901.
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total que esta representada por la superficie comprendida dentro de la
curva de variacién, el eje de las abscisas y las ordenadas extremas
(cuando no son nulas). Este método se aplica en todos los casos aun en
aquellos que las variaciones son continuas.

La superficie en que ambos poligonos no se sobreponen esta repre-
sentada por: 1° una serie de trapecios cuyas bases son las diferencias
entre las ordenadas o frecuencias tedricas y y las ordenadas o frecuen-
cias empiricas f, siendo las alturas iguales a la distancia entre dos or-
denadas consecutivas que es generalmente igual a la unidad de las cla-
ses; 2° cuando una de estas diferencias es nula el trapecio se reduce a
un triangulo ; 3° en el caso que dos ordenadas consecutivas sean de sig-
no contrario, la superficie de no coincidencia es la suma de los tri4n-
gulos opuestos por el vértice.

Siendo v en este caso igual a la unidad, se tiene la siguiente regla
para calcular la superficie de no coincidencia de ambos poligonos: Si-
mense todas las diferencias 3 entre las ordenadas empiricas y teéricas, res-
pectivamente, sin considerar sus signos y véstese del total la suma de los
cocientes, que se obtienen dividiendo los productos de los valores absolutos
de cada dos diferencias consecutivas de signos contrarios, por la suma de
dichos valores absolutos ; 1o que se refiere con los siguientes resultados :

ED)=u[E(3)—Z(0)]= (31,869 — 6,653);
31,869 — 6,653

A= ; A=10,024 %100 =24 °/,;
1012,994 A 5 2 X & %o

100 100
/1012,994 31,8276

Y que se explica asi: Si el poligono tedrico y el empirico tienen la
misma superficie x=mn X} u X i en la que n representa el total de las
variantes observadas o sea la suma de todas las frecuencias f, « la uni-
dad de las clases o abscisas e i la unidad de las frecuencias u ordena-
das. La suma de la superficie de ambos poligonos es igual a

2n Cu X @

Si se llama A el tanto por ciento de esta superficie total que la super-
ficie ¥ (D) representa, tendremos:

A I (D) =D
e Y e 100
100~ 2n X uXi’ A 2n><u><’i>< *

en donde A es un nimero abstracto que varia entre 0 o caso en que am-
bos poligonos coinciden exactamente hasta 100, enando no tienen nin-
guna porcién de superficie comun.
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El ntmero A puede servir para apreciar el grado de concordancia
entre el poligono teérico y el empirico, admitiéndose que esta concor-
danecia es satisfactoria entre la teoria y la observacion, cuando

100
A=t e ;-
luego aplicando resulta:
2,4 °/, < 3,142.

De modo que la concordancia es satisfactoria, es decir, que la curva
de Gauss o sea el tipo V de Pearson, representa aproximadamente la
ley de la variacion del ntmero de carpelos en las bayas de Phytolacca
dioica L. : i

oK
CURVAS BINOMIALES, UNIMODALES, ASIMETRICAS Y LIMITADAS

EN AMBAS DIRECCIONES

Caso de curva simple que responde a la ecuacion

2\ "™ 2\ "
s=nft+3)" (1=

Contando el namero de involucelos en 200 umbelas de Foeniculum
vulgare, de la familia de las umbeliferas, hallo el siguiente poligono de
frecuencias :

A\’ z v i i x I
5 - —5,96 6 i a4 13
6 L—aiZ6~ 12 14 3050 19
T g2a Y 15 4,74 8
8  —29d 2 16 5,74 3
9% =T 0B e 17 6,74 4
107 1:=0.26" = 96 - 18 7,74 !

0,00 19 8,74 1
11 0,74 26 23 12,74 1
12 1,7 12

Este diagrama (fig. 14), pareceria plurimodal, las salientes que pre-
senta podria hacernos sospechar en la presencia de modos accesorios,
correspondientes a otros tantos puntos de acumulacién de variantes.
El modo estid en la clase 8, pero las clases 10 y 11 acusan una frecuencia
de 26 y es otro punto de reunién de variantes. La media es 10,26 ; el
modo 8,711 ; la mediana cae en la ordenada de la clase 10, no hay rela-
cion de simetria entre las desviaciones de las « porque por un extremo
es — 5,26 y por el otro alcanza a 12,74. .
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Los valores de los dos grupos de momentos, de 3, de £, y I son los
que siguen :

= 10,0050 = 0

vy = 10,3624 pa = 10,8623 go= 0,6947
Ye— L 2DIRTIN pa= 25,7243 .= 3,658
v, =383,4074 u, = 382,8932 P =—0,7872.

Este es uno de los pocos casos en que efectivamente la aplicacién de
los métodos bioestadisticos condujo a resultados concordantes con la

304
25 /
20
15
]
31 j
S| 3
5
0 5 9
Fig. 14. — Nuamero de involucelos en las nmbelas de Foenicwlum vulgare

’

teoria; partiendo de las observaciones numéricas se ven, sobre el brazo
derecho del poligono angulos entrantes correspondientes uno a la clase
8 que da una frecuencia de 21, el segundo a la clase 12 que da por fre-
cuencia 12, y el tercero a la clase 16 que da por frecuencia 3. En el pre-
sente caso no tiene otra explicacion que el reducido recuento realizado,
porque contando mayor nimero de variantes con seguridad que desapa-
recerian dichas entrantes. Los lados del poligono indican una curva asi-
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métrica, unimodal del primer tipo, a la que se llega con las dos formu-
las de la fun¢ion critica, con

F = 6 - 38, — 20, = 0,6524,
¥y con la segunda :
i B, (B: - 3) __ 256379 oo
4(48, —38,) (28, — 38, — 6)  —32,5700 R

o sea este tltimo un valor negativo que la adscribe también, como en el
caso anterior, al tipo I.

Para comparar un poligono de frecuencia clasificado dentro del tipo I
con su correspondiente curva teoriea, se deben hallar iy, I, y m,, m,. Se
empieza por deduncir la extension total de la curva a lo largo del eje de
las abseisas, la que es dada por :

l=_y8, 8+ 2) 416 (s 1 1),
a la que se llega hallando previamente la relacion establecida a base de

los elementos que conducen a la funcién critica y que estin represen-
tados por

—18,1254.

»

o 6(3,5658 —0,5947 —1)
T3 X 0,6947 — 2 XX 3,6658

(=7

121 valor de la extension total de la curva es :

3,22
L= "= //0,5947 (18,1254 - 2)* - 16 (18,1254 - 1);

1= 37,6498.

Con esta cantidad se puede ahora deducir los que corresponden a [, y
l,, que son las amplitudes de los dos brazos de la curva a uno y otro
lado de y,

7 :%(z — Ds),
que se despeja encontrando antes el valor de
. D =sz=Vp, X a;
luego, se tiene por un lado :

18,1254 -+ 2

1, —s+2 1, —— i )
a=§ 318_2———5‘/0,{)941 Xm—0,48118,
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D =3,22 % 0,48118 =1,56493;
Ds=1,5493 < 18,1264 — 28,0833.
Lo que nos paede dar :
1 ” 4 5
= 5 (37,6498 — 28,0833);
l,—4,7832,

que es el valor de un brazo de curva. La otra parte la da :
l,=1—1,=237,6498 — 4,7832 = 32,8666.

En cuanto a los exponentes m, y m,, se deducen asi :

m, - m, =8 — 2;

Juego :
} l
my = (s — 2) — m, y m,:T'(s—2);
reemplazando, se tiene :
4,7832
=—"—— 16,1254 — 2,0485;
™= 37,6108 e
m, = 16,1254 — 2,0485 — 14,0768. ;

Hallados estos valores se reemplazan en la ecuacién general de la
curva y ésta resulta :

o 1'; x \2:048 sk © 14‘070.
‘\" ' 4,783 32,866

En esta formula, falta encontrar el valor de la frecuencia de la clase
modal que es:

Yo = 26,0378 *

 Para encontrar el valor de y, que representa a la frecuencia de la clase modal
se aplica en este caso la féormula siguiente :

T &
’ / o ! PN I |
(m, + m, + 1) Jm, + m, 12 (m, +m, m m._.)-

) 2mm,m,

n
Yo = 7 /<

Substituyendo n, I, m, y m, la relacion de la circunferencia al didmetro = y ¢ base
de los logaritmos neperianos, tenemos :
200 2,0485 - 14,0768 -1 12,0485 + 14,0768
Yo =37 a
37,6498 16,2831 X 2,0485 % 14,0768

g 1 1
08333 <—_— s o O TP T3
2,7182818 2,0485 4 14,0768 2,0485 14,0463)
17,1254 X 4,0156 MR I
) X 4,015 2,718281 505333 (0,06201— 048814 —0,07103)

— )
y, =581 =5 teon
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y la ecuacion anterior se convierte, reemplazando por la frecuencia
teorica de la clase que cae, en el modo :

@ 2,048 x 14,076
BN PR e IR (e
y S ( +4,783) ( 32,866)

La posicion del modo en la seriacion se obtiene con
M—1D=10,26 — 1,6493;
luego :
M —D=38,711.

Con este valor se deben hacer las diferencias entre cada clase y la
posiciéon del modo, cuidando los signos, lo que nos conduce a la si-
guiente serie de datos:

CUADRO XXXIIIL

Desviacion i ey enlzize;:n:;:se
del modo

vy el modo

Clase 5..... — 5,26 8,711 e L
=B — 4,26 8,711 — 2,711
== R — 3,26 8,711 — 1,711
— B it — 2,26 8,711 — 0,711
— 9..... — 1,26 8,711 0,289
— 10.-.. — 0,26 8,711 1,289

0,00

R ¢ TS 0,74 8,711 . 2,289
— 12.... 1,74 3.711 3,289
— 13.... 2,74 8,711 4,289
— .. 3,74 8,711 5,289
— " ABse s 4,74 8,711 6,289
— 16.... 5,74 8,711 7,289
— i AT s 6,74 8,711 8,289
e L 7,74 8,711 9,289
B 1 e 8,74 8,711 10,289
— 23.... 12,74 8,711 15,289

68,76952

13,46071
o = — 04142

y, = 5,31210 X 5,10890 X 2,7182818

v, = 27,1346 XX 2,7182818 —-04142

y, = 5,31210 §.7193818 00 =0au1e

y aplicando los logaritmos :
log y, = log 27,13898 — 0,04142 > log 2,7182818 — 1,4335934 — 0,04142 % 0,4342945
log ¥, = 1,4335934 — 0,0179884 == 1,4156050
. y, = 26,03784,

que es el valor de la frecuencia teérica de la clase modal.
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Para encontrar a las ordenadas teéricas, cuyas extremidades unidas
dan el trazado de la curva, se debe substituir en la formula a x, que
representa a las sucesivas diferencias entre la clase y el modo. Haremos
una aplicaeién para su facil comprension, y reemplazando en la formula
a x por la primer diferencia — 3,711 tenemos :

3, ;11 2,048 — 3,711)\14,076
= 26,037 it M
=0 1+ 50 )™ (1~ i)

efectuando las primeras operaciones:

| 4,783 — 3,711\208 (32 866 - 3,711\ 14076
y_26’037< 4,783 ) 32,566

1.072 2,048 36 5"'" 14,076
y:20,037(’ ‘ ) ( ’ “) :

4,683 32,866
Tomando los logaritmos (tablas de Callet) :

log y = 26,037 1+ 2,048 (log 1,072 — log 4,783) -
14,076 (log 36,577 — log 32,866).

Disponiendo con un ejemplo las Gltimas operaciones se harian asf :

1,4155909 4-2,048(0,0301948 —0,6797004)--14,076(1,5632081 —1,5167469)

—1,3301874 0,0301948 —1,5167469
0,0854035 —0,6495056 0,0464612
0,6539878 2,048 14,076

0,7293913 51960448 2787672
3835 25980224 3252284
3916 129901120 1858448

—1,3301874688 464612
0,6539878512
Luego :

0,7293913 = log 5,3628.

Todas estas operaciones hechas para cada ordenada, nos permiten
colocar al lado de las frecuencias observadas en la naturaleza, aquellas
que nos proporciona la formula teérica, de modo que el poligono de
frecuencia se representa en serie numérica asf :
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CUADRO XXXIV

v Frecuencia| Frecuencia v Frecuencia| Frecuencia
observada calculada observada calculada

s e 6 5,362 p s S 13 13,493
o 12 ‘14,324 i J9P R 12 10,120
T e 27 21,481 o O 8 7,310
BRI 3 o 21 25,310 16 . - 3 5,112
C st e 24 25,928 S e 4 3,414
Ok - . 26 24,168 i (T 4 2,214
1) 26 20,995 TG -civert 1 1,429
8. . .- 12 17,180 B3 o 1 0,136

En el diagrama (fig. 14), los puntos sefialan las alturas de las orde-
nadas calculadas; ahora, la aproximacién entre los datos empiricos y los
teoricos numeéricos, los reuno en el cuadro que va a continuacion :

CUADRO XXXV

Ordenada Ordenada 5 Productos S“urlna c fetite
empirica tedrica de las diferencias dif(e‘:'e::ias s
6 5,8 s 3
o lifg 4 g’gzi = 1,482712 + 2,962 = 0,50057
- 01’18 fe —12,826156 + 7,843 — 1,63536
) IR =23 + 9,82 = 2,42007
21 25,31 4+ 4,310 oo ,829 f
24 25,93 4+ 1,928 o -
— 2 % 0 = 0,93938
26 924,17 L5130 R g L S i
26 20,99 — 5,005 2 il .3 e
—9 i < = 2,54549
12 17,18 + 5,180 5,925900 10,185 ,045
13 13,49 4+ 0,493 3 -
= 0,92684 : = 0,39057
9 10,13 _ 1,880 0,926840 2,373 ,3905
Z Z?i :L g’ﬁg = 1,457280 219 R02 = 0,52008
b D, 2,112 i >
= 1,237632 2 9.69 = 0,45872
4 3,41 — 0,586 S 498 4
4 2.9 2
. 1’4; 4 é’ng = 0,766194 2597915 = 0,34591
i e — 0,370656 + 1,293 = 0,28666
1 0,14 — 0,864 i e 7
$=235,576 s' —=10,04281

Para que exista concordancia debe ser :

100
W?
este valor de A lo da la relacion
z =3
A== 200 X 100,

REV. MUSEO LA PLATA. — T. XXIX 20
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luego, reemplazando, tenemos :

__ 35,5760 — 10,04281

; ! 29.
A o X 100 = 6,38329

El valor de
100 100
—— = —————=1,07108,
'/200 14,1421
de donde resulta que la cifra obtenida para A = 6,38329 es menor de
7,07108, y existe concordancia entre la teoria y la observacion.
Por consiguiente, la curva cuya ecuacion ha servido para calcular a
las ordenadas tedricas, del nimero de involucelos de 200 involucros de
Foeniculum vulgare, representa aproximadamente la distribucion teoéri-

ca de sus frecuencias.

iy

CASO DE CURVA PROXIMA A LA CURVA NORMAL

El examen de estos poligonos de variacién nos presentan dentro de
su mayor o menor asimetria, easos de aproximacion por sus constantes,
que son bien manifiestos con relacion a las curvas tipicas que tratamos.

La siguiente distribucién de frecuencias, puede ser adscripta a una
curva proxima de la simetria, acercandose a la curva normal, de cuya
teoria se conoce el desarrollo de un primer ejemplo.

El niimero de nervaduras presentadas por las hojas de una roséicea,
el nispero, sumando las nervaduras del lado derecho con las del costado
izquierdo, conducen al siguiente poligono. Como se ve en esta especie
Eriobotrya japonica Lindley, la distribucién se eleva gradualmente y su
descenso se opera de la misma manera (fig. 15).

i x it v b i
N ) /' 1 20 0,26 206
8 0 Afag 3 21 1,26 197
9+ Srigoma 4 22 2,26 145
TOR S g 13 23 3,20 148
19 =R 25 24 4,26 108
13 e g 29 25 5,26 83
13 — 6,74 36 26 6,26 55
1 58 27 7,26 40
15 | e AT 91 28 8,26 22
16 = s i 9 29 9,26 11
7 G S P Y 30 10,26 7
18, " —ialrg - a8 31 « 11,96 9
1951 =~ 074 - 938 32 12,26 1
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Las cifras que corresponden a los dos grupos de momentos, los cua-
tro v al rededor de un origen arbitrario y los cuatro p. al rededor de la
media, son :

w= 0,0013 py = 19,7400
v, = 15,0374 e = 15,0374
vy =—3,2408 py = —3,2998
v, = 677,8053 v =677,8224

Las dos relaciones entre los momentos 3, =0,0032, 3, =2,9975 y la
funeion eritica = —0,16610.

Estos valores permiten abordar a la serie con las constantes de la cur-
va de los errores accidentales.

La formula

reemplazada por sus valores, conduce a

3(15,03741)* — 2 (0,00131)"
677,80530

= 0,997,

la que es una cifra concordante con la teoria.

La variacion total del nimero de nervaduras en las hojas de E. japo-
nica, ofrece en sus dos brazos superior e inferior una evidente regula-
ridad, el poligono conduce a una curva del tipo que estamos conside-
rando. Las clases oscilan por un extremo entre 7 con la frecuencia 1
y al fin econ 32 también con una sola frecuencia ; no ofrece variantes er
raticas, ni se notan cifras que conduzcan como en otros casos a subea-
tegorias de frecuencias y ofrece una ligerisima asimetria. Elevando si
hubiese sido posible las observaciones a una cantidad dos veces mayor,
su caracter de normalidad seria mas evidente.

Un indice grosero de la normalidad de las frecuencias puede ser el
aspecto mismo que presenta al primer golpe de vista, lo que se puede
comparar después por medio de ensayos numéricos. Si una distribueion
de frecuencias sigue la ley llamada « bilateral » de los errores, se veri-
fica indicando con n, y n, el nimero de casos que se hallan de uno y de
otro lado de la norma o modo, y con X, y X, las respectivas desviacio-
nes medias, la siguiente proporeién n, | n, — 3, | X,.

Haciendo las operaciones con el niimero de nervaduras en las hojas
simples del nispero, la relacion entre el nimero de casos que se hallan
de una parte del modo con los que caen en la otra parte, es igual a la
relacion entre las respectivas desviaciones medias del modo mismo. En
la distribucion que nos ocupa se puede con aproximacion calcular este
valor haciendo caer el modo en la clase 19, y adoptando como valores
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de ¥, y de X, a las frecuencias multiplicadas por las desviaciones, asi :
siendo el origen de las desviaciones 19, clase que también contiene al
modo y a la media, tendremos: n, =838, n,=1141; X, = 2944,490
y 2, =3119,710, con lo que se llega a

2944,490 3119,710
Tl =35 — =273
—_— — .
838 - o 1141 ?
20
200
160
20
80
40
e
5 10 15 20 25 30
Fig. 15. — Numero de nervaduras en las hojas simples de Eriobotrya japonica

Estos dos valores, como se ve, no se aproximan, guardan entre si una
diferencia de 0,78 que los aleja de ser una evidente expresion de la
normalidad, y es una razon mas para tratar a esta serie como proxima
a la curva normal.

Ya haciamos indicacién en otra parte que es dificil encontrar en la
naturaleza de las variaciones de los caracteres, una distribucion de fre-
cuencias que sea exactamente normal ; y quiero confirmar esta asercion
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tomando un ejemplo de entre estas mismas series. Si se ha probado que
una curva es normal, la relacién entre el cuadrado de su dispersion o s*
y el cuadrado del error medio (o sea el cuociente obtenido dividiendo
la suma de los valores absolutos de los errores por el nimero de obser-
vaciones y elevando después tal cuociente al cuadrado), debe ser aproxi-

. = x* )
madamente igual a 5. Se tendra [=] = ¢*, indicando con [2*] la suma de
' n

-
b2 )
los cuadrados de los errores y — — 0, siendo Xx la suma de los erro-
n

” ~3
res. Entonces ;-:

(S|

En la especie Phytolacca dioica si fijamos con 558 a la suma de los
cuadrados de los errores, obtenida de la multiplicacion de las frecuen-
cias por los cuadrados de x, o sea *f, siendo « las desviaciones con re-
lacién a la clase media que es 11, tendremos que

y fijando a 134 |- 248 — 382 como suma de los errores o sea la suma de
los of (tomando a todas las desviaciones con signo positivo), se tendré :

— O.F_:L —f
506 s 0,
de donde
g? 1,10
— = ’_ o = 1,93,
o 0,568

Resultado este ltimo que si no es vecino de :—;7 tampoco se puede de-
-

cir que se halla muy alejado, lo estd sélo por 0,36, entendiéndose que
es una curva que responde a las férmulas de la curva normal, aunque
no exactamente como se comprende en la teoria.

Haciendo ahora un examen con el método que seguimos, para estable-
cer el criterio de concordancia entre la teoria y la observacién, encontra-
mos que éste sin ser de un valor definidamente normal se le acerca, pues
A =3,84 es una cifra que es mayor de B o =

44,49
distribucion que se mantiene entre sin ser, ni netamente simétrica, ni
del todo asimétrica y expresivamente bilateral.

2,24. Se trata de una

! V—M Il
Aplicando los valores de la tablaq‘l para ——— y multiplicando a
o G

cada uno de éstos por el maximo tedrico de frecuencias que se dedu-
ce de:

(| 1980 i 1980
af2= 3,96 X 2,606628  9,92624688

5 — —=199,47
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podemos, después de haber hecho las operaciones, disponer a las fre-
cuencias empiricas al lado de las frecuencias teéricas y hacer el trazado
de la oscilacion.

I Y b Y
1 1,19 206 199,11
3 2,50 197 190,12
4 5,07 145 169,56
13 9,92 148 142,52
25 17,74 108 112,53
29 29,80 83 83,47
36 47,03 55 57,25
58 70,73 140 37,38
91 98,26 ) 22,93
124 128,23 11 13,21
140 157,22 I 6,97
; 198 180,75 2 2,34
233 196,26 1 0,10

Con estas dos columnas se puede siguiendo el ya aplicado método
efectuar las diferencias entre el dato observado y el calculado, sumar
todas las diferencias entre las ordenadas empiricas y tedricas respecti-
vamente prescindiendo de los signos, y restar del total la suma de los
cuocientes, que se obtienen dividiendo los productos de los valores abso-
lutos de cada dos diferencias consecutivas de signos contrarios por la
suma de dichos dos valores absolutos.

La suma de las diferencias es 177,4656, la suma de los cuocientes
como se consiguen segin lo anterior es 25,1588, luego :

«_152,3068 :
A= i X 100;

A = 0,0384 X 100 = 3,84.
El criterio de concordancia lo da, como sabemos, la relacion :

100 100 —92.94.

/1980 44,49 7’

Por consiguiente la cifra 3,84 es mayor que 2,24, lo que esta de
acuerdo con lo expuesto.

Cada una de las curvas que examinaremos méas adelante podemos en-
sayarla con esta teoria; y este ejemplo puede informar acerca de la ma-
nera de presentarse en la observacion. Mas adelante, en un cuadro, pre-
sentaremos los resultados obtenidos con la mayoria de las distribucio-
nes aplicando este criterio de concordancia.
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v

SOBRE UNA SERIE DE POL{GONOS QUE SE APROXIMAN
A CURVAS DEL TIPO I

Trataremos ahora a diferentes distribuciones de frecuencias, corres-
pondientes a curvas binomiales, unimodales, asimétricas y limitadas en
ambas direcciones.

1° Numero de flores simples en las inflorescencias de « Conium macula-
tum » L. 2242 variantes. — El ntmero de flores simples en las inflores-
cencias de esta umbelifera nos muestra una distribucién regular, apa-
rentemente unimodal (fig. 16), la mediana cae antes de la ordenada si-
guiente a la del valor medio; modo y media son 13,253 y 13,440 se
proyectan sobre la misma clase ; no ofrece variantes errdticas y el eri-
terio que hemos aplicado para su eliminacion, conduce a andlogo resul-
tado que la observaciéon simple; la desviacién de las x negativas se
mantiene casi a la misma altura de la que corresponde a las @ positivas.

Las clases, las desviaciones y las frecuencias, se presentan de la ma-
nera que se ve en las columnas.

v @ F V. @ Ff
3 —10,44 i 15 1,56 - 262
5 S G R 6 16 2,56 240
6/ I 13 17 3,56 185
7 R 31 18 4,56 129
8 =544 46 19 5,56 81
9 — 4,44 86 20 6,56 32
10 e g Ae 1 3 17} 7,56 15
11 oA G 22 8,56 4
12: e e 23 9,56 i
13 | — 0:445 - D53 24 10,56 2
14 0,56 312 25 11,56 1

Los dos grupos de momentos alcanzan los valores siguientes :

Momentos al rededor Momentos al rededor

de un origen arbitrario de la media
= 0,4418 py = 13,440
ve=9,5506 ua= 9,3554
v, = 9,3806 vy — —3,1085
v, = 255,6313 py — 260,1264

Los indices %, y . nos dan respectivamente 0,01180, 2,8578, la fun-
¢ion eritica F = —0,02777.
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Por estas tltimas relaciones queda encerrada en el tipo I, la ecua-
cion tedrica que la representa es :

‘)82 656 @ 13,485 (1 @ 19,146
= 4O¢ 1 R e —
¥ ’ ( + 15,456) 21,942)

formula que nos ha servido para calcular las ordenadas teéricas del po-
ligono.

3604

sz

e /

240]
2004
160
1204
il
40
0 5 10 5 20 25
@ MM, Q

Fig. 16. — Numero de flores simples en los involueros de Conium maculatum

Examinando a la serie empirica se observa que las frecuencias en
ambos lados del promedio disminuyen gradualmente. Nada hace supo-
ner en la existencia de otros modos fuera del que hemos obtenido. Las
ordenadas de observacién, se desplazan conjuntamente a la izquierda
con las teodricas, por el contrario a la derecha parecen no superponerse.
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El valor de s =34,6318, el de la extension total es I =237,3986,
«=0,0606 y D=0,1873.

De ella se obtiene la seriacion grafica anterior; la discuciéon de su
funcion critica’ nos conduce a una curva del primer tipo, pero calcula-
das Jas ordenadas tedricas y hecho un examen de la concordancia entre
la teoria y la observacion, no se comprueba si se trata realmente de una
oscilacion de este tipo; el criterio referido da

100

Ty

8,16 >
/2242

8,16 > 2,112,

resultado que, como se ve, es mucho mayor. Sin embargo de esto, las
ordenadas deducidas se disponen con una regularidad sorprendente en-
tre las ordenadas empirieas y permiten el trazado de una curva bastan-
te satisfactoria, siendo ademas indiscutible su cardcter unimodal.

Frecuencia Frecuencia

calculada calculada
0,54 245,50
4,32 198,92
13,11 146,89
31,73 98,69
63,85 60,19
109,95 33,03
165,31 16,25
220,20 7,08
262,68 3.88
282,78 0,01
275,49 0,00

2° Niimero de brdcteas en los involucros de « Verbesina australis» Hook.
y Arn. 500 variantes (fig. 17). — Este caracter ofrece oscilaciones en
las cifras de sus frecuencias que pueden impresionarnos de multimo-
dalidad, pues en su decrecimiento, ciertas clases como ser la 27 se eleva
sobre la precedente; es una distribucién asimétrica, ambos brazos de
las desviaciones no se distancian de un modo manifiesto entre si con re-
lacién al eje de las ordenadas, el promedio 20,932 y el modo 20,582 caen
en la misma clase, la mediana da sobre la ordenada 21. La desviacion
de las @ negativas es —9,93 la de las « positivas es 8,06, y se ve, que
concuerdan con la impresion que se obtiene de su examen objetivo. No
existen variantes que puedan llamarse erraticas porque las clases se
elevan insensiblemente.
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G z o v @ i
11 —9,93 1 21 0,06 69
19 Ligigs 1 22 1,06 58
14 —6,93 2 23 2,06 41
15 —5,93 4 24 3,06 39
16 — 4,93 a 25 4,06 19
L7 — 3,93 37 26 5,06 18§
18 -t oigg Tl 6] 27 6,06 22
19 — 1,93 48 28 7,06 4
20 —0,93 70 29 8,06 2

Los prineipales indices sefialéticos, nos dan los valores siguientes pa-
ra los cuatro momentos alrededor del origen arbitrario:

vy =0,0173, " " v, =18,6442," v, =—=10,9621, ' v, =219,6973.
Los cuatro momentos al rededor de la media son
we==20,932," p,=—8,6489, . u,=5856135; & wy=—219,2003.

La relaciéon entre los momentos de frecuencias dan las cifras para
¢, =0,04706, para $, = 2,9377, y de las relaciones entre estos la fun-
¢ién critica F — —0,13446.

El indice s que interviene para la obtencién de la extensién total es
42,6951, la extension total de la curva es 1=—41,3989, el valor de
«=0,11911, el valor de D = 0,35018.

Por su funcién critica esta distribucién queda incluida entre las cur-
vas que comprenden el tipo I de la clasificaciéon que seguimos. El poli-
gono de variacién muestra en la clase 19 una entrante con la altura 48,
lo que nos hace sospechar en la bimodalidad, entre dos modos que caen
en las cifras de 70 y 63, mostrando otra saliente para la clase 27.

La ecuacion teérica de esta seriacién, expone los valores alcanzados
por la frecuencia tedrica de la clase modal, las cifras correspondientes
al brazo derecho y al izquierdo de la curvay el de los exponentes m, y m,.

/ © 12,998 @ 27,696
= 20,5891 -7 T W s
o D ( o 13,223) ( 28,174)

La posicion del modo del cual se deduce por diferencias con cada cla-
se el valor de la incognita @, que se debe reemplazar en la ecuacién an-
terior para calcular a las ordenadas teéricas, sabemos que se deduce de
M — D, siendo M la media y D —=oa:

20,932 —0,35018 = 20,582.

Aplicando a esta serie la teoria dela curva normal para ver si res-
ponde a ella, valiéndonos de las tablas que presentan a las ordenadas



— 289 —

de esta curva, obtenido previamente el maximo de frecuencias con la
férmula

y n

Yy — ——

GV2W

no se consigue sino concordancia lejana, porque el valor de delta es al-
to. Por el contrario, examinado el criterio de concordancia con las orde-

nadas calculadas de la ecuacion del tipo I si bien no responde numérica-
mente con la teoria, el valor conseguido permite incluir a esta seriacion

120
1004

80

60+
40 \
204
] 15 201 25 30
g MWK q
Fig. 17. — Numero de bricteas en los capitulos de Verbesina australis

en donde la ponemos, es decir, entre las curvas asimétricas y definidas.
Aplicando el método de la suma de los productos de las diferencias
divididos por sus sumas, tenemos por resultado final £ = 22,79682, la

suma de todas las diferencias es 100,120, luego
\‘ \‘

A="To00 X 100=

100,120 — 22,7968
1000

X 100 = 7,732,

el valor de

V 7, de donde se ve que la diferencia permite hablar
500
solo de una curva préxima del tipo I.

Otro método para determinar la contigiiidad de los intervalos, entre
un poligono teérico y un poligono observado es el siguiente: hallada
para cada clase la diferencia (3) entre el valor tedrico (y) y la frecuencia
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observada (f). Se divide el cuadrado de esta diferencia en cada caso
por y. La raiz cuadrada de la suma de todos los cuocientes, es el lla-
mado Indice de contigiiidad de todos estos ajustes, representado tam-
bién por la letra (A) o segain su formula por :

/32
A=|/==1,223.
Y

CUADRO XXXVI

Fre- il Ordenadas 5°
cuencias enize calculadas 8 g ?
clase y modo
-

Clage 1L .- i 9,58 0,08 — 0,91 0,83 9,74
— 12..... I — 8,58 0,77 — 0,23 0,54 0,70
— 14..... 2 — 6,58 2,91 + 0,91 0,83 0,28
— B ENEEN 4 —5,58 8,03 + 4,03 16,16 2,01
— A6 . s 9 —4,58 17,27 4+ 8,27 68,2: 3,95
| 37 —3,58 30,37 — 6,63 43,82 1,44
— A8 63 — 2,58 45,16 — 17,84 316,84 7,02
— 19..... 48 — 1,58 58,12 -+10,12 102,01 1,75
— 20..... 70 —0,58 65,80 — 4,20 17,64 0,27
— A 69 0,42 66.40 — 2,60 6,71 0,10
— 22..... 58 1,42 67,05 -+ 9,04 81,72 1,22
— 2B 41 2,42 49,55 -+ 8,55 73,10 1,47
— 24..... 39 3,42 37,03 — 1,97 3,84 0,10
— L85 19 4,42 25,24 —+ 6,24 38,81 1,54
— 26..... i 5,42 15,70 -+ 4,70 22,09 1,41
M e 22 6,42 8,92 —13,08 169,00 18,94
DR 4 7,42 1,62 + 0,62 | 0,38 0,08
W g 2 8,42 2,18 + 0,18 0,31 0,14

5
35— —52,178
Yy

3° Niimero de nervaduras en el costado izquierdo de 990 hojas simples
de « Eriobotrya japonica» Lindley (fig. 18). — En esta distribueion el or-
den numérico de las frecuencias presenta fenémenos analogos a los que
en otra parte referiamos, por la presencia de frecuencias que elevan con
anticipacion a diferentes puntos de la seriacién, y que pondrian a la
vista modos accesorios. No estd representada la clase 9, es una curva
asimétrica, el modo y la media caen en la misma ordenada, la mediana va
a dar sobre la ordenada de la clase 20, es decir, que media, modo y media-
na tedricamente no coinciden; las frecuencias entre las x negativas y las
x positivas difieren con evidencia, no presenta variantes extremas pero
la condicién de tener aparentes modos secundarios, convierten a este
poligono en una interesante curva, tratandose de una especie cultivada.
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Las clases, las desviaciones y las frecuencias se disponen como se
leen mas adelante; los dos grupos de momentos son, respectivamente :

v, =—0,09819, v, =14,99032, v, =D5,866634, v, = 652,07474;
p=19,798, 1, =14,98067, p,=10,28232, u, = 655,24576.

Las relaciones entre los momentos dan para $8, —=0,03144, 3,=2,91972 y
la funecién critica alcanza con estos tilltimos valores ala cifra de —0,09328.
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Fig. 18. — Ntmero de nervaduras en las hojas simples de Eriobotrya japonica
a, costado izquierdo; b, costado derecho

Las demds constantes calculadas con las féormulas correspondientes
al tipo I son las siguientes : para s = 44,45103, | = 54,566061, la asime-
tria 2 = 0,09700, D = 0,37539.

La ecuacion tedrica que la representa estd dada por 3

5 14,733 €T 27,717
—100,733 (1 gl r el
y S ( + 18,087 ‘) ( 35,623)

de cuyo examen se notan diferencias entre sus dos brazos, su asimetria
es evidente, la posicién del modo M — D = 19,423 ; hecha la deduccion
de las ordenadas tedricas resulta una serie que sometlda al criterio de
concordancia permite clasificar su distribucion entre las eurvas aproxi-
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madas al tipo I, siendo 6,564 > 3,17. En ella existen oscilaciones par-
ciales en sus frecuencias, debidas a causas accidentales que alejan los
resultados de los que preven las formulas del método interpolativo.

v z 7 v @ J

S L i3ig 2 21 1,20 107
11 pa e 6 22 2,20 60
) T 12 23 3,20 69
o R 20 24 4,20 54
13 © =670 19 25 5,20 45
14 00— 540 29 26 6,20 22
F5e 1 T g 49 27 7,20 25
T e 65 28 8,20 11
17 22,79 59 29 9,20 6
S (= e 98 30 10,20 i
19 =) =m0;79l #1d0 31 11,20 1
20 0,20 109 32 12,20 1

Examinando la columna de las frecuencias pareceria que el elevado
namero de variantes deberia dar una oscilaciéon ascendente, regular pa-
ra un brazo de las x y descendente para el otro brazo, pero no ocurre
asi, porque consecutivamente se tienen cuatro inflexiones o entrantes
acumuladas : una para la clase 13, la segunda en la clase 17, la tercera
en la clase 22 y la cuarta en la clase 26 ; se trata de un material indis-
cutiblemente homogéneo, de igual procedencia, del mismo cultivo, de
una misma estacion, en fin de una misma planta; razones todas que se
suman en favor de su uniformidad en la deduceién de una serie de cons-
tantes de comparacion. Mas adelante hemos de volver sobre este punto
y probar su explicacién con algunas de las hipétesis que hasta hoy se
han presentado para este fin.

Reunimos en las sigunientes columnas la diferencia entre cada clase
y el modo cuidando a los siﬁ;nos, la frecuencia observada y la frecuen-
cia calculada valiéndonos de la ecuacion expuesta, con cuyos valores se
puede trazar la curva correspondiente.

v i Y v o u
= 11749 . 0,00 1,67 - 107 93,31
= 9,42 6 2,65 2,67 60 82,34
LGN 19 6,21 3,57 69 68,62
SR o a0 % 258 4,57 54 53,73
e D I U S G 5,57 45 40,39
L 642 < L 205185 49 6;6717= 20 .~ 2849
— 4,48 49 51,28 7,57 25 18,96
i3 42" .. 65, Z6T,90 8,57 11 11,96
— 2,42 59 83,04 9,57 6 719
— 1,42 98 94,37 10,57 1 4,00
— 0,42 120 99,85 11,57 1 2,11

0,57 109 99,69 12,57 1 1,05
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El diagrama da una idea clara de lo que se exponia sobre los retro-
cesos que sufre la linea que los representa, como si tratara de des-
viarse y volviendo luego a andar por el camino que le sefiala una mayor
multitud de casos o frecuencias.

4° Numero de nervaduras en las hojas compuestas de « Juglans regia »
L. 2100 variantes. — Un caso interesante es el que ahora exponemos
sobre el caracter numérico de las nervaduras en esta especie de la fami-
lia de las juglandaceas, que responde con bastante aproximaciéon a la
teoria de este tipo de curva. Las constantes representadas por los cua-
tro v alrededor de un origen arbitrario son :

v =0,00155, v,=9,48212, v,=0,23674, v, —221,21521;
las cuatro constantes al rededor de la media son:
u = 16,566, s —9,48212, ps =0,19264, we = 221,21387.

El indice 8, = 0,000043, el indice 3, = 2,46038 ; la funcién critica F
que de los mismos deriva es —0,000030, valores estos Gltimos que la
colocan dentro del tipo I.

La linea quebrada de su diagrama se ofrece a la vista en sus clases
con un aumento regular, la desviacion de las x negativas alcanza a
— 9,56, la de las « positivas llega a 8,43, es una distribucién ligerisima-
mente asimétrica y de asimetria ne.gativn, aplicando la férmula empirica

M—O

g

—=—0,14090;

no muestra modos secundarios, la clase modal es Gnica en su primer
aspecto de ordenada que reune el mayor niimero de casos, y cae en la
clase 17 con una cifra de 254 variantes, finalmente los dos brazos se
alejan casi del mismo modo con relacion al eje dé las ordenadas.

Los demés indices que deben intervenir para dar con la curva teérica,
tienen los siguientes valores: s = 8,11772 ; I =18,60073 ; I, =— 9,23266
l,=—9,36807; m, =3,03653, m, =3,08119; el valor de la ordenada
tedrica de la clase modal y, = 248,8517 ; la posicién del modo es igual
a 16,5490, el promedio es 16,566. El valor D que interviene en la de-
duecion de los exponentes de los dos brazos, e igual a la raiz cuadrada
del segundo momento multiplicado por la asimetria «, es 0,016681 ; y la
asimetria 0,005416.

La fé6rmula de la ecuacién que representa tedricamente a esta distri-

“bucién es :

@ 3,036 (1 @ 3,081
y — 948,8517 L0 BLEEee e
y 199 (1 Jr9,:326) 9,3680)
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Con un cuadro reunimos la clase, la desviacién con relacion a la me-
dia, la frecuencia, la desviacion con relaciéon al modo, las correspon-
dientes ordenadas teéricas obtenidas; en otra columna hacemos las di-
ferencias sucesivas entre los datos empiricos y los calculados, y en una
altima columna los cuocientes entre los productos de cada dos diferen-
cias sucesivas divididos por su suma, que conducen al valor de delta o
al criterio de concordancia.

La suma de todas las diferencias sin tener en cuenta a los signos es
125,800, la suma de todos los cuocientes es 27,277. El valor que alcanza

100 3=
—— es 2,17 el que puesto en comparacion da:

Y2100
P 125,800 — 24,641
T TR 4200 ST

resultando menor. Por consiguiente, se comprueba que esta distribu-
¢ion aunque no responde completamente a la teoria, queda incluida
entre las curvas unimodales, asimétricas, y limitadas en ambas direc-
ciones.

CUADRO XXXVII

Desviacién Desviacion Cuocitentes : 52
v con la 5 con el (,'1/! 3 . ‘eu <re' 5 —
< tedrico diferencias
media modo
Y su suma

T . — 9,56 2| —9,55 | 0,00 — 2,00 o e 4,00 4,00
B 8 — 8,56 S| AR 1,39 | + 0,39 4 0,15 0,10
g —1,56 5\ =55 8,76.| - 8,76 14,14 1,61
10....| —6,56 | 25| —6,55 | 29,91 | + 4,91 24,01 0,80
11....| —5,56 | 60 [ —5,55 | 64,08 | + 4,08 3180 | 16,56 0,26
12....| —4,56 [ 122 | —4,55 | 107,54 | —14,46 4 207,36 1,93
13....| —83,56 | 157 | — 3,55 | 143,50 | — 3,50 12,25 0,08
14....| —2,56 | 198 | —2,55 | 195,85 | — 2,15 1.860 4,62 0,02
15....| —1,56 | 215 | —1,55 | 228,80 | 413,80 : 190,44 0,83
16....| —0,56 | 242 | —0,55 | 246,20 | 4 4,20 1.863 | 1764 0,07
e 0,43 | 254 0,45 | 250,65 | — 3,35 1’595 11,92 0,04
i, 1,43 | 228 1,45 | 230,80 | + 2,80 i 7,84 0,03
19, . .5 2,43 | 196 2,45 | 199,23 | 4 3,28 | . | 10,43 0,05
2. . 1 3,43 | 165 3,45 | 158,44 | — 6,56 i 43,03 0,27
2. .8 4,43 | 136 4,45 | 110,21 | + 25,79 e 660,49 5,99
22.... 5,43 | 45 5,45 | 69,34 | +24,3¢ | 7777 | 590,49 8,52
23, 8 6,43 | 32 6,45 | 84,15 | + 2,15 | 4,62 0,14
24 .8 743 | 14 i s [ (B ) 7 7,40 0,66
25. .. 8,43 3 8,45 1,39 [ — 1,61 2,59 1,86

125,80 | 24,277 o 97,977

y
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El indice de contigiiidad, que es otro elemento de criterio para apreciar
el grado de cercania entre la teoria y la observacion, da con la férmula

o l /
la cifra de 5,2227.
Considerada con la anterior distribucion a la suma total de las nerva-
duras en las hojas compuestas de Juglans regia L., tratamos ahora a
este mismo cardcter, separandolo para su costado derecho e izquierdo.

.

l 0/[

=)217,277

1 - 280
120 240
1004 200
804 1604
60 120
40 801
20 40
o
T = . 2 A
0 10 20 30 0 10 20 30  fhid
{) e
i ( @
Fig. 19. — Ntimero de nervaduras en las hojas compuestas de Juglans regia

a, costado derecho; b, costado izquierdo: e, nimero total

5° Nauimero de nervaduras en las hojas compuestas de «Juglans regia» L.
por el costado derecho (fig. 19). — Las constantes obtenidas comprueban
lo que se ha observado con la serie total de frecuencias; no ofrece
a la vista sino un solo modo empirico en la clase 17 con 139 frecuen-
cias, la media cae en la clase 16 y tiene por valor 16,437, l1a mediana o
sea aquella cifra que divide al poligono en dos partes iguales da sobre la
ordenada 17, de donde se infiere que mediana y modo no coinciden, en su
conjunto es una distribucion francamente unimodal. Para su mejor com-

REV. MUSRO LA PLATA. — 7. XXIX 21
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paracion presentamos los tres poligonos que representan a este caracter..
Sus diferentes indices son : momentos alrededor de un origen arbitra-

rio v, =0,00346, v, = 9,42475, v, = —0,742202, v, = 221,50283 ; mo-
mentos alrededor de lamedia p, = 16,508, v, = 9,42475, p, = —0,84002

Y v =221,51377. El indice £, = 0,00084, el £, = 2,49380. La funcién
critica F = — 0,000609. '

El valor de s= 8,82607, 1—19,25281, [, = 9,31507, I, —9,93773 ;.
m, = 3,30258, m, = 3,62348 ;la ordenada de la clase modal y,— 125,726;.
la pogicion del modo es 16,4375 ; el valor de D = 0,07054, la asimetria
o =—10,02298. La ecuacion de la curva es la siguiente :

B @ 3,302 @ 3,523
TR L O ) ;
- " ( | 9,315) ( 9,937)

Con el método para establecer la concordancia entre la teoria y la
observacion, el valor que se obtiene se aproxima bastante al que exige:
la teoria, siendo de 3,14 > 3,08 cifra ligeramente mayor.

CUADRO XXXVIIL

Desviacion [Desviacion  Shoienon e

v de la del f i 5 i 5 o

media s tedrico diferencias Yy

y su suma
s, . 0N —9,50 | —9,44 1 0,00 | 4+ 1,00 0,166 1,00 1,00
(R — 8,50 | — 8,44 1 0,80 | — 0,20 1,769 0,04 0,50
L, —7,50 | —7,44 3 4,54 | 4+ 1,54 0,854 2,34 0.52
10....| —6,50 | —6,44 i 15,12 | — 1,88 1,212 3,53 0,23
11....| —5,60 | —5,44 29 32,42 + 3,42 2,231 11,63 0,36
12....] —4,50 | —4,44 61 54,57 | — 6,43 41,34 0,76
13....| -—3,60 |-—3,44 81 78,36 | — 2,64 2,165 6,92 0,09
14....] —2,60 | —2,44 88 | 100,10 | +12,10 146,41 1,46
15....| —1,50 | —1,44 | 114 | 115,82 | |+ 1,82 3,31 | ° 0,03
16.... —0,50 | —0,44 | 119 | 125,02 | 4 6,02 4,259 36,24 0,29
Hi7. N 0,49 0,56 | 139 | 124,43 | — 14,57 3,132 | 210,25 1,69
LS. . 1,49 1,66 | 111 | 114,99 4- 3,99 : 15,92 0,14
9. . & 2,49 2,56 94 98,23 | 4+ 4,23 2,113 17,81 0,18
20. .98 3,49 3,56 81 76,78 | — 4,23 17,81 0,23
1 R 4,49 4,56 66 53,88 | —12,12 4,755 146,41 2,72
99 . [ 5,49 5,56 | 25 | 32,83 | 4 7,83 61,15 1,86
0 6,49 » 6,56 13 16,31 | -+ 3,31 10,96 0,67
24.... 7,49 7,56 5 5,79 | + 0,79 0,435 0,61 0,11
2. ... 8,49 8,56 2 1,02 | — 0,98 0,96 y 0,94
' 89,078 | 23,082 },f: 13,766
y

Su indice de contigiiidad A da por J13,766 = 3,710.
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6° Niumero de nervaduras en las hojas compuestas de «Juglans regia »
L., correspondiente al costado izquierdo. — Como en los ejemplos an-
teriores esta seriacion de casos o frecuencias responde con mucha
aproximacion a la teoria, las constantes representadas por los cunatro v
con relacion a un origen arbitrario son: v, =0,00016, v, = 9,53275,
v, =1,202023, v, = 216,86291 ; los cuatro p. alrededor de la media son :
vy =16,624, p,=—9,53275, p,—1,15627, »,—216,86214. 3, — 0,00269,
G, = 2,38644 y la funcion critica F = — 0,00165. De lo que se deduce
pertenecer a una curva del tipo L.

Este poligono carece de la clase 8, las ® negativas llegan a — 9,62,
las x positivas alcanzan a 8,37, a la inspeccion objetiva la clase 16 seria
el modo con la frecuencia de 123, tiene dos pequeiios modos secunda-
rios uno en la parte negativa de la desviacion, en la clase 14 con 110
frecuencias y otro sobre la 18 con 117. El promedio es 16,624, la posi-
cion del modo es 16,476, ambos brazos se extienden por partes iguales
a uno y otro lado del eje de las ordenadas. No ofrece variantes extremas
y estas disminuyen progresivamente sobre uno y otro flanco. La media-
na va a dar sobre la clase 17 y no coincide con la media, lo que nos dice
ser también curva asimétrica, de asimetria positiva e igual a 0,20194.

En cuanto a las cifras que alecanzan los indices que conducen a la ex-
presion de la curva son los siguientes: s=—0,72163, [=17,17038,
l,=8,08836, 1, —9,08201; m, = 2,22417, m, — 2,49746; el valor de
la frecuencia teorica de la clase modal es 122,0268, de lo que resulta la
siguiente expresion :

v \ 2,224 T 2,497
y—122,0268 (1+ b § ot SRER
5,088 9,082

El indice » = 10,0478 y el valor D = 0,1478.

Deduciendo con la ecuacion anterior a las ordenadas tedricas corres-
pondientes a cada una de las frecuencias, y puestas en serie lineal las
unas debajo de las otras tenemos :

8 31 61 76 110 101 123
0,57 2,16 13,10 32,15 55,26 178,59 99,05 113,54 121,13

=
Lo

115 1% 102 84 70 20 19 9 1
120,96 113,23 98,80 80,02 58,60 37,41 19,21 6,45 0,57

La suma de las diferencias, entre cada frecuencia empirica con su
correspondiente tedrica sin tener en cuenta los signos, es 89,3240 ; la
suma de los cuocientes, entre cada dos diferencias consecutivas dividida
por la suma de estas es 23,2504, de lo que obtenemos

z X 89,3240 — 23,2504

A=——100=
2100 5 2100

100 = 3,14;
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100
el valor de A < 405, por consiguiente 3,14 > 3,08. Como se ve, esta

distribucién de frecuencias, se aproxima bastante a la expresion de su
curva tipica.
/g

Hecha la suma de todos los Y es 18,252, su l/ Fe da para el indice de
contigiiidad de este cardacter A —4,272.

Sobre este punto de la aproximacion que algunas de las distribuciones
presentan con determinadas curvas, como ser el tipo I, y contenida gran
parte de la teoria en la curva normal, de cuyas propiedades he podido
dar bastantes informaciones; investigamos ahora qué grado de acerca-
miento existe con la curva normal, entre un grupo de estas distribucio-
nes de frecuencias tratadas como si fueran normales; de lo que resulta
de su tipo binomial, mds o menos asimétricas, el siguiente cuadro de
cifras. Con ellas se induce que no es tan comdn referir los fenomenos de
la variacion en las plantas, a la curva de Gauss o de los errores acei-
dentales. '

CUADRO XXXIX

Miximo Valores
de frecuencias de

L = o @ A

R o Vn
277 . |- 17,28 9,13 16,08
3,87 102,05 3,17 4,20
3,87 102,05 3,17 5,90
3,88 203,58 2,24 3,63
3,06 136,89 3,08 5,01
3,09 135,56 3,08 6,31
3,08 972,00 2,18 5,19
6,66 126,22 2,17 5,76
3,97 24,77 7,07 9,85
2,94 67,84 4,47 8,70

Kl criterio de concordancia es siempre mucho mayor que la relacion

100
—, valor al cual en muy contados casos se le acerca, comprobando por

Jn
estas relaciones lo que hemos expuesto en las lineas precedentes. Con
estos resultados, es forzoso valerse de otras explicaciones, que aunque
todavia provisorias, ayudan a comprender o interpretar ¢l modo de com-
portarse la variacion en los vegetales.
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VI

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS QUE RESPONDEN A CURVAS
DEL TIPO IV

Llegamos ahora a tres seriaciones que por el examen de la funcion
critica, quedan incluidas en el tipo I'V de curvas unimodales, de exten-
sién indefinida en ambas direcciones, de las que me limitaré a exponer
sus constantes.

108

m 101
&
3
G0
53
- )
40
Pt 28
20 18
8
3
0 0 " 20 25 30
Fig. 20. — Numero de pétalos en los capitulos de Verbesina australis

1° Numero depétalos en los capitulos de « Verbesina australis » (fig. 20). —
El cardcter que se considera ocasiona una distribuciéon comin en los
en los vegetales, las clases empiezan con 10 y llegan hasta 24, la ma-
yor densidad se encuentra entre 13 y 14, ofrece también subcategorias
causantes de la inflexiéon que se nota sobre un costado, entre las clases
16 y 17 con la frecuencia de 53, la desviacion de las ® negatizas empieza
en — 5,05 y termina en 8,94. Como el niimero de individuos examinados
es de 500, todo error debido a escasez de observaciones queda de hecho
eliminado. La mediana cae en la ordenada 14, siendo la media 15,054.

Los dos grupos de momentos son

vy =—0,86972, v,— 4,84576, v,— 9,19301, v, — 85,86890;;
e = 15,054, u, —=4,08935, p;—= — 2,13462, u, — 74,15337.
£, =10,06663, 2, —=4,43427, F=10,01967.
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Si en la deduccién de la funcion critica aplicamos la formula :
F =6 4 38, — 28, se obtiene para F — — 2,66865,

es decir, un valor negativo y {3, siendo mayor que 3, queda en este caso
como en el anterior, adscripta al tipo I'V.

Il valor de s = — 7,5715b. La ecuacion teodrica de esta curva ya ha
sido indicada, ahora agregaremos que §) es una variable que depende de
« por la ecuacion @ = [ tang. 6. El factor (cos. 6)*™ que sigue a ¥y, indica
que la curva no se calcula desde la ordenada media, o desde el modo
(M — D), pero que el cero de las ordenadas esta a M — mD o a la dis-
tancia m X D de la media .

2° Numero de nervaduras de « Eriobotrya japonica » L. por el costado
derecho (fig. 18). — Este caracter da una distribuciéon evidentemente
unimodal, como se ve con la siguiente seriacion :

CUADRO XL

2 = 2 =
< k- < < 2
B g | B 208 g | 8 :
= = 2 =
7 1 14 29 21 90 28 13
8 1 15 42 22 85 29 5
9 41 16| 59 28| 79| 30 ;
10 7 17 81 24 54 a1 1
1 13 18 | 100 25 38 |
12 9 19 | 113 26 33
13 17 20 97 27 15
! En este caso
Vi, = — 1 6 —8—2
=766 —1)—pF6—2° m=30+2); D=8 5
s Vi (s — 2) V3,
al=cis e —2) et
nfo
con el signo opueste de '/xﬂ. 9 (arco de circulo) = Ta0e
Finalmente, el valor de la clase modal se deduce de
(cos @)* = L e

7" /? e 38 12s
]| ORI S
BEE (cos @)° T1

valor aproximado y aplicable cuando s es mds grande que 2.

Todas estas férmulas se llevan a término con el uso de los logaritmos. (C. B.
DAVENPORT, Statistical methods with special reference to biological variation, second
revised edition, pdgina 39, Nueva York, 1904.)

L4
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Los dos grupos de momentos son:
v, =0,001616, v, —15,02099, v+,——5,05100, v,=—701,60600;
Py =19,784, p,=—15,02098, p,=— 5,12363, u,= 701,564087.
g, ==10,00774, 3,— 3,10926 y ¥ — 0,02978;

<de lo que se infiere que es también una distribucion que corresponde
al tipo IV de curva. El valor de s = — 64,56282.

3° Naimero de lacinias en los involucros de « Ammi viznaga» L. — Es
-otra distribucion del tipo I'V. El diagrama numérico comprueba por la
simple inspeccién de que es unimodal.

CEAGE S Ak . . s ) {0 1 L W 0 ey - SR 1 R S 2 il 11 S L
Frecuencia. . . 2 11 27 91 32 13 12 6 2 2 2

‘Los dos grupos de momentos son : v, = 0, v, = 2,72801, v, =6,02008,
v, =42,57650 ; n, = 13,495, p, = 2,72801, p, = 6,02008, p,— 31,86424
% =0,00132, #, = 4,28165, F = 0,00039, valores estos que conducen
al tipo de curva que se indica, s = — 7,69025. Es un poligono asimétri-
-co, siendo uno de sus brazos mas alto y el otro més extendido, no ofrece
variantes erraticas, la mediana se sitGa también sobre la ordenada
media.

CAPITULO VI

DISTRIBUCIONES COMPLEJAS O MULTIMODALES

Sin examinar los diferentes resultados obtenidos sobre lo que ahora
tratamos, es ésta, sin duda. una de las partes mas interesantes de la va-
riacion vegetal ; nos referimos a las distribuciones que aparecen a la
vista con caracteres complejos, que presentan varios modos o vér-
tices, donde el niimero de variantes se acumula. Este fénomeno, del cual
ya hemos hecho algunas consideraciones, ha sido objeto por parte de
los botdnicos de detenidas investigaciones, relaciondndolo a problemas
-de biologia de alto interés.

Presentaré algunos casos en las especies, cuyo examen no tiene sino
-el cardcter de una introduccion a su estudio ; ninguna de estas especies
ha sido objeto de revisacion estadistica alguna, que comenzada en un
principio de estacién fuese continuada hasta el fin de la misma, durante
todo el periodo en que la vegetaciéon muestra su exuberancia, sino tni-
camente en determinada época de una estacion.
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Examinando la distribucion del nimero de verticilos florales en Ma-
rrubium vulgare L., se presentan varias acumulaciones de variantes ; un
modo aceesorio esta en la clase 3 con 26, otro que encierra la oscilacion
modal esta en la clase 8 con 50 frecuencias; en la clase 14 se nota un
modo con 13 variantes, y finalmente en la clase 17 se ve una oscila-
cion con aspecto de modo accesorio. Seria de interés observar si estos
puntos de acumulacion se mantienen en el curso de las sucesivas gene-
raciones o si ofrecen variaciones nuevas.

Veamos si la serie de frecuencias acumuladas que muestran distintos
modos, del cardacter que observamos en esta especie, cuyas clases varian
entre 1 y 19, ocasionan relaciones numéricas que puedan ser traduci-
das o aproximarse a alguna serie conocida. Una de estas series que ha
sido objeto de muchas investigaciones por Ludwig, y vuelta a exami-
nar. por los botanicos Tower, Gallardo, etec., es la serie llamada de
Fibonacei, que el primero ha encontrado para una gran cantidad de
nimeros fitoestadisticos, como ser niimero de piezas florales, de flores
en inflorescencias, de nervaduras en las hojas ete., comprendidos en
(+8, —5, +3, —2, +1, —1, 0,1) 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144, 233 ... cuyos términos sucesivos se obtienen por la suma de los dos
precedentes. Esta serie responde bien a algunos caracteres vegetales,
por ejemplo : en la disposicion aislada o espiral de las hojas, las diver-
gencias mas frecuentes son :

1 2 3 5 8 13

= = = A

2 3 CURBET I R o
cuyos numeradores y denominadores siguen a la serie de Fibonacci '.
Recorriendo las frecuencias obtenidas en Marrubium vulgare, se nota
bastante aproximacion con la serie de que se trata, haciendo un prévio
acomodo de las cifras obtenidas, asi: la clase 3 con 26 frecuencias, la 8
con la frecuencia 50 o modo, las clases 13, 14 y 15 que acusan otra acu-
mulacién de variantes, son ntimeros de la serie de Fibonacei, no sucede
asi con la clase 17 cuya oscilacion ofrece otro modo.
La seriacion es la siguiente :

1 20p @ a5 080 T 80g 30 g ka2 N3l 14 15 18- T 18 19
5 24 2626 39 49 50 50 35 28 10" 5 11 43- a1 11,12 2 1

Esta distribucion con arreglo a la teoria no responde a ninguno de los
tipos de curvas considerados, y la tratamos como una distribucién plu-

' A. GALLARDO, Observaciones morfologicas y estadisticas sobre algunas anomalias de
Digitalis purpurea L., en Anales del Museo Nacional de Buenos Aires, tomo VII, pdgs.
37-72, 1900.
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rimodal ; sus acumulaciones de variantes parecen seguir a la serie de Ii-
bonacei.
Las observaciones numéricas manifiestan una evidente asimetria en

o\ 2 x\™s ' X :
el brazo (1 -l I_> con relacién a (1 — I_> » muestra varias subidas y
21 2

descensos que se traducen en los varios modos. Revisada con arreglo a
las férmulas del tipo I, y buscada la concordancia obtenemos resultados
que alejan mucho la teoria de la observacién, por lo que debemos con-
siderarla una vez mas como una serie compleja. )

En resumen', M. vulgare, presenta una seriacién plurimodal, asimétri-

50
40
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Fig. 21. — Niimero de flores en las umbelas de Ammi viznaga

ca, con manifestaciones evidentes de subecategorias de variantes, o mo-
dos accesorios ete., un brazo de la oscilacion es mas corto que el otro.
Presenta una elevacion brusca de sus frecuencias desde el principio, la
clase 1 da 5, la clase 2 llega de una vez a 24. Este caricter produce
una interesante distribucion, que podria ser objeto de estudio en afios
sucesivos, en los distintos lugares donde esta especie se desarrolla.
El ntimero de flores en 783 umbelas de Ammi viznaga L. (fig. 21), nos
da un poligono de variacion extendido desde la clase 3, donde la umbe-
la tiene solamente 3 flores simples hasta aquella que presenta la clase 65,
habiéndose contado un solo caso con este niimero de flores. La represen -
tacion numeérica de las cifras comprendidas entre estos dos extremos va
elevandose lentamente con retrocesos; dado el elevado ntmero de va-
riantes se puede afirmar su caracter multimodal. El valor de la variabi-
lidad o sigma es alto 10,485, lo que indica mucha distribucién, el pro-
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medio se sittia en la clase 32, es una serie asimétrica por la inspeccién
objetiva, no obstante ser 3, = 0,00004 ; la distribucién es también tipi-
c¢a porque el brazo de la desviacién negativa es mas largo que el de las
& positivas, es decir, a la inversa de lo que comtnmente observamos.
Aparentemente podriamos considerar como clase erratica la que cae en
la clase 65, pero siendo un diagrama de muchos modos no debe extra-
narnos esta oscilacion.

Examinemos si las acumulaciones de variantes responden a los nt-
meros de la serie que parece ser frecuente en el reino vegetal o a sus
mltiplos. Esta seriacion es menos explicita que la anterior, siendo muy
posible que recuentos efectuados sobre un niimero de ejemplares mu-
cho mayor, acusen mas que en el presente caso alos ntimeros de la serie,
0 no los acusen para nada, en cuyo caso deberia ser tratada definitiva-
mente como unimodal. La cifra 3 de la primera clase se inicia con 2 va-
riantes, 8 acusa 3 variantes, 13 ya no responde a la serie de Fibo-
nacci, 21 y 22 tienen tendencia a mostrar un modo que aparece claro en
23, 34 se sittia en una porcién de la distribucién donde la presencia
de variantes se hace mais evidente, ]la clase 55 acusa una ligera ele-
vacion sin ser manifiesto su cardcter de modo.

Si prescindiendo de su aparente multimodalidad, que no puede ser
debida a escasez de variantes porque su namero es alto, buscamos el
trazado de la linea con las férmulas del tipo I, encontramos como ecua-
cion :

R ‘)8 6‘)2 (1 at xr 8,016 '1 ® { 8,161
Bt S T T T ( 16,306

La posicion del modo es igual a 32,384. Las diferentes constantes
biométricas es de regla darlas a conocer. Los dos grupos de momentos

v, = 0,16981, v, = 109,94796, v, = 48,02273, v, = 32837,99492.
o == 32,429, p, = 109,91913, p, = — 7,97827, p, = 32824,39225.
3=0,000047, §,=2,71675, F=—0,000063, s=—18,17760,
D =0,04516, o= 0,00431.

Haciendo las substituciones se obtiene las siguientes ordenadas teo-
ricas:



CUADRO XLI

Obser- Calcu- Obser-, Calcu- Obser- Calcu- Obser- Caleu-

vadas ladas vadas ladas vadas ladas vadas ladas
2 0,38 12 10,86 26 28,40 12 15,19
I 0,56 10 12,36 28 28,60 12 13,62
1 0,78 15 13,91 28 28,57 16 12,09
2 1,08 13 15,49 28 28,33 10 10,62
2 1,45 20 17,09 27 27,87 16 9,23
3 1,91 21 18,68 || 34 27910 AL 6,88
1 2,47 23 20,23 29 26,36 10 6,74
2 3,13 17 21,73 19 25,33 9 5,75
4 3,90 27 23,13 26 24,15 3 4,67
2 4,78 34 24,42 20 22,84 3 3,81
2 5,78 19 25,57 20 21,42 5 3,06
8 6,90 22 26,56 13 19,92 3 2,42
6 8,12 30 27,38 17 18,36 2 1,88
8 9,47 34 27,99 14 16,78 1 0,10

Del examen de las frecuencias observadas con relacion a las caleuladas,
se desprende que los valores de la ecuacion tedrica se prestan bien para
substituir a los de la serie empirica. El grado de concordancia entre la
teoria y la observacion da una diferencia alta A =7,44 y el valor de
lﬂ es 3,57, siendo 7,44 = 3,57 diferencia que con rigor no permite
783

adseribirla al tipo I, pero que dada la presencia de varios modos facilita
un trazado teoérico, hasta tanto sea mejor estudiado la variacion de este
caracter.

Creo que es de interés publicar todos estos datos, porque las variedades
locales de plantas cambian de afio en ano, influenciadas por ciertas con-
«iciones temporarias debidas a abundancia de humedad o a la sequedad
-0 al hecho de que las especies comparadas son observadas en tiempos
diferentes de la estacion. Con individuos tan grandemente sujetos a las
influencias externas como las plantas, debe cuidarse de deducir conclu-
siones, porque cambiando las condiciones de la vegetacion las constantes
varian; debiendo los datos bioestadisticos ser deducidos algunos afnos
antes, para que sus caracteristicas sean comparables con las ya cono-
cidas. Por ahora, es necesario tener una base de donde salir, para poder
razonar sobre las variaciones de nuestras especies de plantas.

Curvas de carieter multimodal o pleiomorfas como las que estamos re-
visando, son mas frecuentes en las plantas que en los animales, tienen
sighiﬁcado diverso; pueden indicar en ciertos casos una condicion poli-
morfica de la especie, o una division de la misma en dos 0 més varieda-
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des, en el presente caso falta un estudio comparado de las diferentes
acumulaciones de frecuencias, y es con ese fin que hemos reunido la
precedente seriacion del namero de flores en Ammi viznaga L., por ser
una planta ecomin y que esta al alcance para hacer estudios sobre la
variacion en los vegetales.

Otro caso de distribuciones multimodales es el signiente (fig. 22), que
corresponde al ntimero de flores en las inflorescencias de Foeniculum

1
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Fig. 22. — Numero de flores en las inflorescencias de Foeniculum vulgare

vulgare L., especie de la familia de las umbeliferas, que muestra varias
agrupaciones de subcategorias de densidades, o modos accesorios; en
ella se notan elevaciones y descensos en las frecuencias que son mas
evidentes sobre la parte correspondiente a las @ negativas. s este un
caso explicito de que los caracteres vegetales responden a la serie de
Fibonacei ; pues sobre un total de 2108 observaciones, nétanse modos
enla clase 5 con la frecuencia 21, la 8 con 37, la 13 con 88 y en la clase
20-21 se observa a otro modo de alto valor con 134 variantes. Las cla-
ses 5, 8, 13, 20 y 21 componen la serie que se considera. El ntmero 34
que sigue a 21 en la serie de Fibonacci, alcanza a tener también cierta
representacion. Este mismo poligono acusa también un vértice secunda-

.



— 307 —

rio en la clase 16 del que se debe sefialar su presencia, porque ya han
ocurrido casos analogos en los vegetales, de si no seria ésta la serie de
los multiplos de 4 en vez de la que se trata.

La distribucion empirica que se encuentra al prineipio de esta inves-
tigacion, examinada como si fuera unimodal, da para 2, = 0,04105, para
3. =—2,56494 y F = —0,03156, que la permite tratar con la férmula :

® 2,797 @ 4,408
y=117,684 (1 4 R e gty
y i ( ) ]6,777) ( 26,439)

El nimero de flores tubulares en la compuesta Verbesina australis
(fig. 23), da una distribueién amplia y no obstante haber hecho los re-
cuentos sobre un buen nimero de ejemplares, es evidente su condiciéon
multimodal. El promedio es 117,676, no existen en esta distribucion va-

20

” ] 0o 120 140 10

Fig. 23. — Numero de flores tubulosas en la compuesta Verbesina australis

riantes extremas, porque las desviaciones negativas alcanzan a —55,67
y las positivas a 47,32.
Los grupos de momentos dan :

v, = 0,39340, v, = 306,84949, v, =— —498,09881, v, = 271975,54985.
uq = 117,6760, 1, = 306,69473, y,= —136,07683, y, = 271476,59784.
B, =0,00064, §,=2,88615 y F=—0,00209.

El valor de s — 49,26861.

1 20 509 1 _l_ x 22,509 1 x 24,758
T 118,376 30,204
b k5

permite deducir las ordenadas tedricas de una curva que se aproxima
poco al tipo pero que facilita su trazado. La posiciéon del modo es 117,436.

Siendo ésta una especie facil de recoger, que se puede cultivar, que
por su belleza es también planta ornamental, conviene dar a publicidad
los datos absolutos y los calculados que he obtenido, porque nuevos
estudios podran llevar a otras conclusiones.
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CUADRO XLII

Obser- Calcu- Obser- Caleu- Obser- Calcu- Obser- Calecu-
vadas ladas vadas ladas vadas ladas vadas ladas
1 0,04 9 5,79 13 11,14 5 5,45
0,40 5 6,17 16 F3=1 ] 5 5,09
2 0,64 5 6,55 13 11,04 3 4,74
1 0,74 11 6,94 || 3 10,94 6 4,39
1 0,97 5 7,32 10 10,80 3 4,06
2 1,12 6 7,65 17 10,64 3 3,65
2 1,27 10 8,07 15 10,42 2 3,44
3 1,47 6 8,28 1X 10,22 2 3,14
2 1,62 6 8,77 11 9,97 v | 2,87
1 1,82 10 9.11 9 9,70 3 2,61
3 2,27 8 9,42 ik 9,24 - 1 2,36
5 2,52 5 9,72 8 9,09 2 1,92
7 2,78 6 9,99 5 8,56 1 1,72
1 3,06 13 10,24 3 8,41 1 1,53
1 3,36 12 10,46 8 8,06 2 1,36
1 3,67 10 10,66 12 7,69 2 1,21
6 3,99 8 10,82 4 7,32 2 1,07
4 4,33 13 10,95 6 6,94 2 0,82
7 4,68 8 11,05 3 6,57 2 0,72
6 5,04 19 11,12 8 6,19 1 0,53
5 5,41 T 11,15 ) 5,82 1 0,29

Es evidente su cardcter multimodal, el que segtin De Vries, es una
condicion para guardar en su seno pequeilas especies en formacion,
por lo que seria aventurado pretender resultados definitivos sin hacer
examenes mas detenidos ; ver si los modos se mantienen, dénde se acu-
san, o si sus valores se desplazan y en que sentido lo hacen; si cambian
de posicion con los cambios de localidad, o si reaparecen adonde los
presenta su primitiva distribueion.

Termino este capitulo examinando otra variacion perteneciente a Ma-
rrubium vulgare L., la que corresponde al ntmero de flores en los verti-
cilos florales ; es también una distribueion multimodal, el promedio es
39,745, las desviaciones negativas alcanzan el valor de — 33,74 y las
positivas 49,25 ; su condicién de tener agrupaciones accesorias de fre-
cuencias es evidente, se ve un primer modo entre las clases 8 y 10, una
segunda serie modal se observa entre las clases 21-26, la tercera cae
donde estd el modo verdadero que tiene por posicion 38,791, y una al-
tima reunién de frecuencias da en 52 y 55. Nuevos estudios podran
confirmar estas observaciones, las que sino en forma definida, responden
con aproximacion a la serie de Fibonacei.
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Si se examina su funcién critica, es posible tratarla com o una seriacién
que puede corresponder al tipo I, obteniéndose la siguiente ecuacion :

4,777 . 6,114
y = 25,67483 <1 i —w—) (1 d ) -

43,995 "~ 56,305

Las diferentes constantes son: ,=—0,00258, §,=2,62608, F = —0,00257;
los dos grupos de momentos son : v, = 0,10759, v, = 189,131989,
v = — 228,33660, v, =94006,30789; u, = 39,745, p, = 189,121041,
s = —131,565098, p, = 93925,822151. El valor de s = 12,89208.

ap

20
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Fig. 24. — Niimero de flores en los verticilos florales de. Marrubium vulgare

Las frecuencias empiricas y calculadas se disponen en las siguientes
columnas :
CUADRO XLIII

v Obser-| Calcu- v Obser-| Calcu- v Obser-| Caleu- v Obser-| (Caleu-
vadas ladas vadas ladas vadas ladas vadas ladas
6 2 0,62 25 20 16,23 || 42 30 25,10 89 9 10,81
8 5 1,18 26 22 17,39 || 43 30 24,70 || 60 9 9,36
9 6 1,565 27 10 | . 18,50 | 44 28 24,20 61 6 8,42
10 - 8 2,00 28 27 19,56 45 27 23,61 62 4 7,54
12 4 3,13 | 29 13 20,56 46 23 22,94 63 6 6,71
13 5 3,80 30 22 21,49 || 47 19 22,20 64 5 5,93
14 3 4,55 || 31 12 22,35 || 48 22 21,34 65 6 5,20
15 9 5,38 | 32 22 23,12 || 49 17 20,69 | 66 6 4,52
16 8 6,28 33 16 23,80 (| 50 21 19,54 67 3 3,90
LT 6 7,24 34 21 24,39 51 18 18,56 || 68 4 i 3,34
18 10 8,26 35 28 24,86 || 52 18 17,55 69 2 2,83
19 10 9,32 36 28 25,24 || 53 26 16,50 || 70 2 2,38
20 8 10,43 37 21 25,49 || 54 19 15,47 71 5 1,97
21 8 11,58 38 20 25,64 || 55 il 14,41 Vi) i 0,83
22 13 12,72 39 21 25,67 || 56 15 13,36 | 88 1 0,00
23 8 13,92 40 33 25,56 || BT 10 12,32
24 13 15,09 41 25 25,40 || 58 14 11,30
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TABLAS DE DATOS ABSOLUTOS

Correlacién de las nervaduras en «Eriohotrya japonica»
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Correlacién entre las hracteas y los pétalos en « Verhesina australis »
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Pétalos
10 -5,05
11 -4,05
12 -3,05
13 -2,05
14 -1,05
15 -0,05
16 0,94
17 1,94
18 2,94
19. 13,94
20 4,94
21 5,94
22 6,94
24 8,94
Totales

Correlacion entre los involucelos y las flores
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« Conium maculatum »

| - 6,44 =

- 5,44 o
| * 4,44 o©
| - 344 2
|- 0,44

3|5|6
1Inv;)- 3zl
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1 1 1
5 -5,619
6 -4,619
7 -3,619
8 -2,619
9 -1,619 2 3
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11 0,381 1| 3
g 85 s 3
13+ 2,381 1
14 3,381
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Totales | 1| 6/13
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Correlacién entre el nimero de flores
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Correlacién entre el nimero
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liguladas y bracteas en «Verbesina australis»>
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Fam. ROSACEAS

Namero de nervaduras en las hojas simples de «Eriobotrya japonica» Lindiey
a fines del verano de 1921

94 20|23 27|24 24|24 24 (21 19|20 23|28 23|15 13 |16 17
99 ‘95 | 20 21 | 30 31 |18 15| 21 20 |23 24 | 11 .11 (19 19| 15 16
19 16 | 18 17|27 26|19 20|15 16|21 22 |18 18 | 26 27 | 11 11
19 M7 |26 19 | 23 26 |22 @2 | a7 15 | 19 18 93 'L 1R 200 17 25
19 22 | 18 14 | 23 24 |20 21 |16 15|16 15| 18 18 (19 19 | 17 17
16 15|25 25|29 29|21 20 (16 17|19 20 |10 11 |18 18 | 24 22
19 20|18 17|22 21 |22 24 |17 16 |15 16 | 24 29 | 23 24 [ 21 20
17 19|23 21|22 23|23 23|21 23|22 24|21 21 (22 23|22 19
20 20|18 17|14 16|25 23 |23 20|20 21 |18 17 [ 19 18 | 23 24
23 924 |24 925|925 23{23 21|19 19|27 27 |24 22|19 20| 18 18
18 16 |24 94 |23 21|22 20| 21 19| 21 28116 16 |25 24 |20 19
23 23|18 20|21 21|29 27|17 18|19 19|22 22 (11 8 | 19. 17
94 21|18 18|20 17|22 24|19 24 |14 15|16 15 |21 21 | 25 22
24 95|20 20|19 18 |22 26 |24 22|18 20|19 21 (20 18| 20 20
17 14 |19 ‘91 |17 21|15 14 |92 25 |18 24 |19 19 | 21" 21 | 17 19
93 923 (21 23|22 22|16 18|27 27|20 19|18 21 |14 14 [ 9 10
20 18 |23 26|24 27|19 22|21 22|18 19 |24 26 |16 14 | 15 15
94 94 196 92418 15| 16 15|26 25 |18 21 |17 16 |23 2L | 14 (12
20 21|19 21|16 14 {20 22|20 17|19 21 (15 14 | 19 17 | 18 19
19 16 |18 *19 | 18 ‘19 |23 95 {200 20 | 27 25 |.18 17| 2% 21| 18 416
90 ‘19 | 22. 91 118 18 |24 ‘96 | 22 95 {11 12 [:25 .25 [ 18 19127 <25
o1 19| 23 21 |94 93 |26 24 | 18 16 |22 21| 24 23 | 24 122 1,90 17
19 20|21 22|23 25|26 25|17 12 |19 19 | 26 25| 25 24 | 21 18
9 12|21 24|27 23|22 24|16 17|14 15[ 19 20| 18 16 | 11 13
94 93 '19 36 |27 16 | 19 20 | 22 20|22 21 (15 17| 16 1T | 24. 26
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21 93|92 24|22 24|26 23|19 19|19 18|19 22 |22 20 | 14 14
14 13|23 24|20 18| 2 28|19 19|23 25|21 21|22 21|13 13

20 19 | 26 26 |19 19|24 24|19 20 |17 18 |15 14
16,16 |19t 19 |11 a2 {17 f1dl] 18 denNegs eall 18T
19 18|10 8|22 21|21 18114 14 |20 20122 20
i3 35 28 19 |22 18 |23 19 18 20 17 " 16| 185 19
2 92|16 15|22 21|16 15|21 22|15 14|26 26 |19 19 | 17 19
18 19 |14 13|21 21|20 20|23 20|18 19 |16 13 |16 14 | 18 15
16 15 |20 21 (26 27 |2 23|17 16 |24 20|21 21|25 24 |26 25

94 | 15-34 |19 49 | 17 16 |18 18 |22 20 |14 13 |18 19 |19 21
26 95|19 2112 19|18 18|16 16 |14 14 |13 12 |18 18 | 23 22

1O B b0 b
= = 0
1O B hD e
S W U &
[ O )
CRR =]
e e
W 0o =1 ©

19 18 | 25 23|27 28|22 22|22 23|22 22|18 17 (23 23| 23 27
20 20|11 11|14 14 |25 23 (21 20|21 21|15 16 | 28 28| 19 18
24 25122 201016 15119 18116 21119 19120 21127 27124 25
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Fam. COMPUESTAS

Variaciones en los capitulos de «Verbesina australis » Hook. y Arn.

(Datos obtenidos entre el 20 de febrero y 17 de mayo de 1921 en los alrededores de La Plata)

Bricteas
Flores
Bricteas
Pétalos
Flores
Bricteas
Pétalos
Flores
Bricteas
Pétalos
Flores I
Bricteas |
Pétalos
Flores

= l Pétalos

147 || 18 [ 12 | 107 || 25 | 16 | 100 || 16 | 12 94 || 27 | 18 | 128
22 | 19 | 133 || 27 | 156 | 128 |/.19 | 13 | 117 || 24 | 18 | 155 || 17 | 12 82
20 | 13 | 147 || 24 | 19 | 147 || 24 | 18 | 134 || 18 | 14 | 115 || 18 | 12 83
15 Sl 84 (27 | 15 | 119 || 21 | 14 | 130 {{ 21 | 16 | 124 || 27 | 20 94
17 | 13 | 124 || 27 | 18 | 134 |[ 19 | 15 | 115 |{ 18 | 13 98 || 19 | 13 | 112

24 |19 | 151 || 22 | 15 | 121 ([ 21 | 12 | 125 || 22 | 12 97 || 18 | 15 | 119
20 | 15 | 125 || 20 | 15 | 103 || 22 | 14 | 115 || 25 | 14 99 (| 20 | 14 | 118
20 | 14 88|27 [ 21 | 107 (| 21 | 17 | 187 |} 19 | 14 | 103 || 26 | 16 | 138
26 | 18 | 180 || 22 | 14 | 114 || 24 | 14 | 123 (| 23 | 14 | 109 || 20 | 14 | 118
17 | 13 | 114 || 21 | 13 93 || 21 | 14 | 124 |[ 21 | 18 | 132 || 23 | 16 | 140
22 § 15 | 120 || 26 | 19 | 103 || 18 | 14 95 || 20 | 14 | 105 || 24 | 14 | 120
23 | 17 | 139 || 20 | 14 | 117 ([ 20 [ 13 | 132 || 19 | 13 | 115 (| 19 | 14 | 125
27 | 21 | 186 || 24 | 17 | 137 (| 24 | 15 | 111 || 20 | 14 | 119 || 23 | 13 | 124
25 | 17 | 142 || 24 | 16 | 122 || 24 | 17 | 142 || 18 | 13 | 109 || 23 | 18 | 140
20 | 14 98 || 23 | 15 | 124 || 24 | 17 | 123 || 21 | 12 | 111 || 17 | 13 | 125
27 | 16 | 153 || 25 | ¥4 | 119 || 20 | 14 | 120 || 19 | 13 77 || 18 | 13 ! 105
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Bricteas

21
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o o= NN NN
0 WO~ D H OO

15

Flores

Bracteas

23

o = o DN
S 0000 W SN N

—
o0

Pétalos

—
(314

Flores

116
124

94

95
106

93
122
120
113
112
128
124
106

98

79
132
103
118

95
123

98
119
116
154
108
114
124

120
100
102
158
119
116
141
147
1 |

95
136
121
144

106
100

97
103
136

Brécteas

21

29

= N - N~ NN
00 O 00 W 0 O = W

o
(=]

Pétalos

15

m
2l 2 | 28 3
3 = & )
100 || 21 | 14 | 119
88 || 24 | 16 | 147
144 || 22 | 15 | 138
116 || 24 | 19 | 108
116 || 18 | 15 | 119
106 || 26 | 17 | 141
131 || 19 | 15 | 100
110 || 19 | 13 | 104
129 || 17 | 12 | 88
91 || 26 | 17 | 148
117 || 22 | 17 | 128
108 || 20 | 14 | 124
92 || 18 | 13 | 103
112 || 22 | 14 | 126
183 || 20 | 15 | 90
116 || 25 | 14 | 139
120 || 27 | 17 | 128
113 || 24 | 17 | 146
119 || 25 | 17 | 139
88 |l 20 | 15 | 114
93 || 27 | 17 | 152
117 || ‘32¢| 18/ 128
112 || 25 | 16 | 120
1i1 || 23 | 17 | 187
120 || 19 | 18 | 114
86 || 23 | 19 | 128
76 || 21 | 14 | 123
87|17 | 13| 94
93 |[ 17 | 18 |- 96
141 || 18 | 15 | 114
133 || 23 | 17 | 119
135 || 22 | 14 | 99
118 || 18 | 18 | 116
143 || 24 | 17 | 112
101 {[ 19 | 18 | 80
96 | 25 | 21 [ 110
88 || 21 | 15 | 134
132 || 18 | 13 | 106
111 |[ 21 | 15 | 139
130 || 23 | 15 | 116
109 || 20 | 14 | 103
136 || 24 | 14 | 109
104 || 23 | 14 | 128
88 || 21 | 15 | 131
151 || 20 | 17 | 110
121 || 20 | 14 | 105
1071 23 | 14 1 130

Bricteas

13
14
10

12
20
13
13
14
13
13
16
13
14
17
16
21
14
12
15
15
13
14
11
14
12
17
12
13
13
17
12
15
16
12
15
13
19
13
16
17
12

18

Flores

138
127
108

104

100
123
100
125
138
138
113
107
129
119
135
123
118
135
122
128
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et I
W W wo N D

21
17
17
22
22
21
16
21

[ SR SO )
=W N

Pétalos

12

13
14
14
12
13
17
17
14
13
13
15
13
13
13
13
13
1@
15
16
17
19
17
17

Flores

112
127
145
123
122
118
124
104
131
130
123
129
103
123

88
128
122
101

109
116
126
127
129
142
143
133

Bricteas

B D b
O W W

()
[

Pétalos

Flores

116
123
135
119
129

147

Bricteas

N DN NN N NN N W
N OO WO O XN WONO O

18

22

21

Floves

126
147
138
120
100
137
137

92
118
120
137
126
118
100
107
133
102
113
126
103

81
116
122
132
155

106

62
102

94

81
126
122
133
135
120
142

Bricteas

21

oD DN
=1 W W WKL N O

21
19
18
21
27
20
20
20
27
18
18
19
22

26

Pétalos

15
13
14
15
17
18

3 |2 2
99 23 | 15 | 129
138 20 | 16 | 110
120 21 | 16 | 133
159 24 | 16 87
132 231 18 | 213
110 || 21 | 16 | 119
127 24 | 21 | 144
143 27 { 19 | 101
119 || 22 | 16 | 104
123 | 26 | 19 | 127
130 || 21 | 17 | 107
87 17 |- 13 89
76 23 | 14 | 114
126 || 20 | 14 97
125 23 | 16 | 100
117 19 | 13 83
128 22 | 14 | 106
133 22 "16 |'121
110 19 | 13 | 112
115 23 | 14 | 110
119 19 | 14 | 114
116 || 20 | 17 | 102
97 22 | 17 97
116 19 | 14 | 110
92 21 | 18 1147
114 21 | 14 | 125
110 17 | 13 97
108 13118 94
124 || 25 | 15 | 139
142 22 | 15 | 113
125 20 | 14| 123
116 || 17 | 14 80
96 18 | 13 73
118 18 | 14 87
124 18 | 13 | 1038
117 || 24 | 17 | 140
159 1l 22 | 17 | 140
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Fam. UMBELIFERAS

Nimero de flores en las inflorescencias de « Foeniculum vulgare » L.

(Recuentos hechos durante el verano de 1921)

19

29

22

28

20

26

23
26
17
28
15
24

29

21

24

16
24
10
15
18
23
26
15

22

27
26
21
10
26
19
19
24
13
31

20

22
18
15
21

* Por unién de dos.

26
24
33
17

23
17
17
20
10
30

10
16
13

13
13
12
19
16
14
18

26
16
16

19
23

31
19
16

13
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17
13
13
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13

16
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18
13
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14
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13
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16
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28 (25(23|22(19(16 17|12 (12| 7

26 (2524 |122(21(|19|16 (13|15

212119119 | 19| 15.| 12 { 10.| .6

26)27(28127|25|20|20 (18|16 |10
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Fam. LABIADAS

Ndamero de flores en los verticilos florales de « Marrubium vulgare » L.

(Observadas durante el verano de 1921 en los alrededores de La Plata)

42 | 34 | 30 | 40 | 28 | 19 | 15
28 | 28 8 |37 |15 | 21
54 | 42 | 30 | 28 | 39 | 10 | 13 9
54 | 56 | 47 | 61 | 42 | 58 | 51 | 40 | 56 | 53 | 51 | 45 | 40 | 26 | 26
42 [ 40 | 21 | 21 9 | 10
26 | 48 | 31 | 36 | 13 9 | 13 8
26 | 23 | 49 | 26 | 27 | 16 9
48 | 28 [ 26 | 37 | 26 | 41 | 28 | 33 | 18 | 10
5 |42 | 42 | 48 | 35 | 25 | 25 | 25
54 | 53 | 563 | 52 | 51 | 42 | 52 | 51 | 45 | 45 | 39 | 33 | 27 | 21 | 15
39 | 52 | 52 [ 36 | 30 { 25 | 18
41 | 46 | 23 | 30 | 48 | 46 | 39 | 35 | 31 | 18 9
43 | 44 | 51 | 40 | 42 | 36 | 43 | 17 | 10
27 | 34 | 37 | 29 | 28 8
57 | 88 [ 61 | 65 | 61 | 68 | 48 | 37 | 39 | 43 | 87 | 32 | 24 | 13

41 | 28 | 33 | 24
8 |34 | 38 | 36 | 28
24 | 43 | 20 | 26 | 31 | 26 | 16
14 | 24 | 32 | 39 | 28
16 [ 29 | 50 | 41 | 40 | 33 | 17 9
58 | 61 | 53 | 64 | 62 | 55 | 48 | 32 | 59
37 | 41 ] 38 | 41| 37 | 28 | 22 | 37
37 | 27| 2¢
48 | 43 | 20 | 48 | 38 | 23 | 26 | 19
50 | 22 | 48 | 53 | 85 | 41 | 30 | 32 | 16 | 24
51 | 41 | 48 | 45 | 39 | 25 | 31 | 12

by
(5]
o
w

39 | 28 | 19 | 2

50 [ 46 | 59 | 38 | 38 | 28 | 35 | 17 | 15 | 16
50 | 49 [ 29 | 17 | 21| 26 | 18

54 | 59 | 53 | 68

21 | 43 | 31 | 29 | 30 | 40 | 25

35 | 37 | 35 | 27 | 25 | 33 | 10 | 20

()
(51§
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Fam. MELIACEAS

Nimero de flores en los racimos de « Melia azedarach» L., en noviembre de 1920

61 10 29 10 19 23 14 36 9 25 19
9 14 37 8 47 6 24 41 37 38 26
38 11 19 17 36- 41 20 60 11 18 54
35 11 26 2 17 66 25 «36 29 22 34
29 23 12 15 36 40 38 64 16 30 12
12 26 18 25 25 17 7 34 6 A7, 13
35 17 17 40 50 26 16 23 56 50 20
43 32 19 17 11 30 21 38 42 73 19
28 8 12 34 42 18 9 3 36 39 27
4 11 47 26 41 31 8 2 56 19 22
5 13 35 24 28 58 14 22 43 39 36
53 24 18 25 16 18 13 48 62 59 30
414 R 21 22 18 43 16 46 39 30 10
26 21 26 29 56 18 16 46 43 76 8
12 11 29 19 44 8 13 59 13 40 6
1 19 33 38 27 14 34 32 15 24 25
35 16 38 44 18 42 ! 20 27 29 10
15 24 o7 21 12 51 47 47 55 37 8
13 24 45 5 21 35 24 40 41 41 9
34 1 33 10 30 46 25 46 24 20 72
32 14 49 43 11 12 53 16 54 10 46
21 8 47 27 12 14 27 6 37 37 15
; 18 24 36 25 ) 45 39 46 44 28
18 60 37 5 3 20 47 56 25 18
2 37 26 16 292 5 36 27 26 39 16
51 23 49 30 19 8 49 7 48 70 18
21 12 12 41 26 4 35 27 19 31 46
33 9 15 8 o5 8 35 25 16 50 38
26 48 18 34 18 9 15 7 15 16 64
17 13 10 12 24 6 9 17 52 14 30
27 8 20 16 17 28 il 34 47 58 32
11 13 51 12 7 29 o) 19 48 53 58
18 25 18 75 44 12 16 24 45 30 28
9 29 54 1 36 23 16 3 12 56 51
23 9 i 43 60 22 3 22 20 10 17
14 23 9 42 79 16 23 38 15 42 35
17 26 24 38 93 28 45 15 37 20 18
8 35 20 92 18 19 43 49 6 39 65
10 6 91 43 25 28 54 6 30 34 45
15 23 21 77 15 22 15 5 24 48 20
il 40 8 25 23 20 41 15 9 31

6 11 33 17 12 29 13 51 15 50

16 18 19 65 64 38 10 25 51 31
21 40 27 19 14 10 13 64 53 7
24 20 27 11 24 28 19 6 12 7l

8 8 24 41 9 50 19 13 27 13
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TABLA DE LAS ORDENADAS DE LA CURVA NORMAL

i/
O VALORES DE == CORRESPONDIENTES A LOS DE
y 4

Y

x

g

= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
GOE .. 100000| 99995| 99980| 99955 99920 99875/ 99820| 99755 99685| 99596
ol 99501| 99396 99283| 99158| 99025 98881| 98728| 98565| 98393| 98211
i S 98020| 97819 97609| 97390| 97161| 96923| 96676 96420| 96156 95882
TR 95600| 95309| 95010| 94702| 94387| 94055 93723 93382| 93034| 92677
Okl 92312| 91939| 91558| 91169| 90774| 90371| 89961| 89543| 89119| 88688
0,5..5%. 88250| 87805| 87353 86896| 86432| 85962| 35488 85006| 84519| 84060
YR 83527| 83023 82514/ 82010| 81481| 80957 80429| 79896| 79359| 78817
P 78270| 77721| 77167| 76610| 76048 75484| 74916| 74342| 73769 73193
0,8.....| 72615 72033| 71448 70861| 70272| 69681| 69087| 68493| 67896| 67298
0,9..... 66698| 66097| 65494| 64891| 64287| 63683 63077 62472| 61865| 61259
Eilhet 60653| 60047| 59440| 58834 58228| 57623| 57017 56414| 55810] 55209
Ao 54607| 54007 53409| 52812| 52214| 51620 51027| 50437| 49848| 49260
29 48675| 48092| 47511| 46933| 46857 45783| 4521%| 44644| 44078| 43516
1,3 42956| 42399 41845| 41294| 40747| 40202 39661| 39123 38589| 38056
; 37531| 37007| 36487| 35971| 35459| 34950| 34445| 33944| 33447| 32954
e oS 32465 31980| 31500| 31023| 30550 30082| 29618| 29158| 28702| 28251
L8is ) 27804 27361| 26923| 26489| 26059 25634| 25213 24797 24385| 23978
Y Ry 23575| 23176 22782| 22392| 22008| 21627 21251 20879 20511| 20148
3 Y 19790| 19436| 19086| 18741| 18400| 18064| 17732| 17404| 17081| 16762
L 16448| 16137| 15831| 15530| 15232| 14939| 14650 14364| 14083| 13806
T 13534| 13265| 13000 12740 12483! 12230 11981| 11737| 11496] 11259
o 11025| 10795| 10570 10347| 10129] 09914 09702| 09495| 09290, 09090
22..... 08892 08698 08507| 08320| 08136| 07956| 07778| 07604| 07433| 07265
T B o 07100| 06939| 06780 06624| 06471 06321| 06174 06029 05888] 05750
% 05614 05481| 05350| 05222| 05096| 04973| 04852| 04734 04618| 04505
25 04394 04285 04179| 04074| 03972| 03873| 03775| 03680 03586| 03494
W 03405 03317| 03232| 03148| 03066| 02986 02908| 02831| 02757| 02684
9,7..... 02612 02542 02474| 02408| 02343| 02280 02218} 02157| 02098| 02040
98 01984 01929 01876| 01823| 01772| 01723 01674| 01627| 01581| 01536
L . 01492| 01449| 01408| 01367| 01328| 01289| 01252| 01215| 01179| 01145
T 01111| 00819| 00598 00432| 00309| 00219 00153| 00106/ 00073| 00050
gt 00034| 00022 00015/ 00010 00006/ 00004/ 00003| 00002| 00001| 00001
0 00000

REV. MUSEO LA PLATA. — T. XXIX

23
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ALFABETO GRIEGO

A « Alpha I ¢ Tota P o Rho
B B2 Beta K z Kappa S o5 Sigma
I 4y Gamma A 1 Lambda T ' Taw
A § Delta Mz Mu Y v Upsilon
E ¢ Epsilon N v Nu ¢ ¢ Phi
Z ¢ Zeta E r Xsi X 3 Khi
H » Eta 0 o Omicron ¥ " Psi
® 6 Theta g B Q w Omega
TABLAS UTILES EN BIOESTADISTICA
Integral de probabilidad. — Area y ordenadas de la curva normal en términos de

las abscisas (Sheppard, 1898, 1903) ; abscisas de la curva normal en términos de las
ordenadas (Sheppard, 1898); abscisas y ordenadas en términos de la diferencia de
drea (Sheppard, 1903); abscisas de la curva normal en términos del indice de las
clases (Sheppard, 1898).

Probabilidad de que una curva teérica sea la verdadera :

. v
-=7 z: Z‘ % Zr. J Z,y_s
P=e 2" (14 =
: ( titrataxaxe T taaxe L w =9
(Elderton, 1902).
§ ofF -2
Valores de log. ? yl/ —e 27 ’ para diferentes valores de ,*.
™
1

Tabla de log. (Elderton, 1902).

nn—2)(n—4)...

oo &

92 =

Tabla de ‘/ S e i para diversos valores de y (Elderton, 1902).
B I%

Tablas para facilitar el c6mputo de los errores probables (W. GiBsoN, Biometrika,
IV, pags. 385 y sigs.).

Tablas de la funcién I' (Biometrika, VII, pdgs. 43 y sigs.).

Tablas par.a el cémputo de los errores de las principales constantes en las distri-
buciones de frecuencias asimétricas (A. RHIND, Biometrika, VII, I, pdgs. 127 y sigs.
y II, pdag. 386, etc.).
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